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Exercicios

6. Cardinalidade

6.1 Em cada caso, diga, justificando, se os conjuntos indicados sao equipotentes:

(a) {1,2,5,8} e {a, b, c}.
(b) {1,2,3,4} e P({a,b}).
(c) {n€Z|n < —25} e N.
(d) 4N e 3Z (onde nX = {nz |z € X}).
6.2 Sejam A um conjunto e {0,1}4 o conjunto de todas as aplicacoes de A em {0,1}.

Para cada subconjunto B de A seja xp : A — {0,1} a fun¢ao caracteristica em A
associada a B, i.e., a aplicagdo definida por

1 sexeB
XB(x):{ 0 sexe A\ B’
(a) Mostre que
i. Para quaisquer B,C C A, se xp = xc, entdo B = C.
ii. Para cada aplicagdo f : A — {0,1}, se tem f = xp, onde B = {z €
Al f(z) =1}.
(b) Conclua que P(A) ~ {0,1}4.

6.3 Sejam A, B, C conjuntos. Prove que
(a) A~ A
(b) Se A« B, entao B « A.
(c) Se A~Be B~ C,entao A C.

6.4 Sejam A, B, C conjuntos. Prove que

(a) Ax B~ B x A.
(b) (AxB)xC~Ax(BxC(C).
(¢) Se A~ B, entao P(A) ~ P(B).

6.5 Diga, justificando, se as afirmacCes seguintes sao verdadeiras para quaisquer conjun-
tos A, Be C:

6.6 Para cada n € N, seja I, = {1,2,3, ... ,n}. Mostre que:

(a) Dados m,n € N, I, ~ I,,, se e s6 se m = n.

(b) Dados m,n € N, I,,, é equipotente a um subconjunto de I,, e I,, ndo é equipo-
tente a qualquer subconjunto de I,,, se e s6 se m < n.
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Sejam A, B conjuntos. Prove que:

) Se A é finito, entdo A N B é finito.
) Se A ¢ infinito, entdo A U B ¢ infinito.
) Se AN B é infinito, entdo A e B sao infinitos.
d) Se A e B sao finitos, entao A U B ¢ finito.
) Se A é infinito e B # (), entdo A x B é infinito.
) Se A e B sao finitos, entao A x B é finito.
) Se A C B, A é finito e B ¢ infinito, entdao B\ A ¢ infinito.

Prove que os conjuntos N X Z e Z x 7Z sao numeraveis.
Sejam A, B conjuntos. Prove que

a) Se A é finito e B é numerdvel, entdo AU B é numeravel.

(
(b) Se A e B sao numeraveis, entdo A U B é numeravel.
(c
(d

(e) Se A e B sao numeraveis, entdao A X B é numeravel.

)
)
) Se A nao é contavel, B é contdvel e B C A, entdao A\ B nao é contével.
) Se A ¢ finito e ndo vazio e B é numeravel, entdo A x B é numerével.

)

Diga quais dos seguintes conjuntos sao contaveis:

(a) {2"[n € N}. (b) QN2,3).

(c) [3,4] U [5,6]. (d) [0,1] x [0, 1].

(e) {97 |z € R}. () {§la € ZAm.d.c(a,3)=1}.
Prove que

(a) O conjunto Q dos niimeros racionais é numeravel.

(b) O conjunto R\ Q dos nimeros irracionais nao é numeravel.
Sejam A, B, C conjuntos. Prove que

(a) [0] < |A].

(b) |A] < A].

(c) Se |A|] =|Bj|, entao |B| = |A].

(d) Se |A| <|B| e |B| <|C|, entao |A] < |C|.

Sejam A, B, C' conjuntos. Prove que se |A| < |B] e |B| = |C], entao |A4| < |C|.

Sejam A e B conjuntos finitos tais que |A| = |B| e seja f : A — B uma fungao.
Mostre que as afirmacoes seguintes sao equivalentes:

(i) A fungao f é bijetiva. (ii) A funcdo f ¢ injetiva. (iii) A funcao f é
sobrejetiva.

Sejam A e B conjuntos numerdveis. Prove que |A| = |B].
Sejam A, B conjuntos. Prove que se B é contavel e |A| < |B|, entao A é contavel.

Sejam X, Y CRea,b c,d € R tais que a < b e ¢ < d. Recorrendo ao Teorema de
Schroder-Bernstein, mostre que se Ja,b[C X e |¢,d[C Y, entdo X ~ Y.

(N



