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Tépicos de Matematica

Exercicios
5. Relagdes bindrias
5.1 Para cada uma das relagoes seguintes indique o respetivo dominio e imagem.
(a) S é arelacdo de A ={0,1,2,3,4,5} em B = {1,2,3} dada por
S={(0,1),(1,1),(2,2),(3,2),(4,3)} .
(b) R é a relagdo em R dada por R = {(z,y) € R? |y = 2?}.
(c) | é arelagao “divide” em {2,3,4,6,9,10, 12,20} definida por
alb < IneN b=na.
(d) Dado um conjunto A, T' é a relagdo de A em P(A) dada por {(z,X) |z € X}.
(e) < é arelacao “menor” usual em N.

5.2 Seja A = {2,4,6,8,10}. Considere as seguintes relagdes em A: R = {(2,2),(2,4), (2,6), (10,8)},
S ={(10,2),(10,8)} e T'={(6,2), (6,4),(8,10)}. Determine

(a) R7! (b) R-1u §-1
() T\ St (d)T'nS
(e) SoT (f) RoT

(g) S~toT™! (h) S

5.3 Sejam A = {1,2,3} e B = {z,y,w, z}. Considere as rela¢oes bindrias de A em B e
de B em A, respetivamente:

R = {(1,.%'),(1,2),(2,y),(2,2)}
S = {(x,l),(x,3),(y,2),(w,2),(z,3)}.

Sejam T =SoRelU=RoS.
(a) Determine:
i) R7! i) S—1 iii) T iv) ToT v) U vi) UoU.
(b) Verifique que 77! = R~1 0§71,
¢) Indique o dominio e a imagem de R.
(c) Indiq g

(d) Dé um exemplo de relagoes bindrias nio vazias R’ de A em B e S’ de B em A,

tais que S"o R/ # 0 e R oS =0.

5.4 Investigue se as igualdades que se seguem sao verdadeiras, para quaisquer relagoes
Ry, Ry e R3 definidas em conjuntos apropriados.

(a) (RioRy)™' = (R;'oRy")

(b) (R10 Ry)o Rs = Ryo(RgoR3)
(¢) (RiNR2)UR3s=RyN(RyU R3)
(d) (RiUR2)UR3 =Ry U(RgU R3)
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5.5 Sejam A um conjunto e R, S e T relagoes bindrias definidas em A. Mostre que:
(b) Se R C S entao R~ C S~}
RUS) =R 1tus (d) (RNS)t=R NS
() To(RUS)=(ToR)U(ToS);
(h) To(RNS)C(ToR)N(ToS).
5.6 Seja A um conjunto. Diga, justificando, se as seguintes proposi¢oes sdo verdadeiras
ou falsas.
(a) Para qualquer relacio bindria R definida em A, Ro R™! = id4.
(b) Para qualquer relacdo binédria R definida em A, Roidgq =idg o R = R.
(c) Para qualquer relagao binéria R definida em A, R C Rowgy.

5.7 Considere o conjunto A = {1,2,3,4} e as seguintes relagoes em A:

(27 2) ? (27 3) ’ (37 2) ’ (47 1)} ?

7(273) ? (372) ? (173) ? (272) ? (373)}7

Diga, justificando, se cada uma das relagdes apresentadas é ou nao uma relagao
(a) reflexiva; (b) simétrica,
(c) antissimétrica; (d) transitiva.
5.8 Sejam A = {1,2,3} e R = {(1,2),(3,1)} uma relagdo bindria em A. Determine

a menor relacdo binaria em A que inclua R e que seja reflexiva (respetivamente,
simétrica, transitiva e de equivaléncia).

5.9 Sejam A um conjunto e R uma relagao simétrica e transitiva em A. Mostre que

(a) R nao é necessariamente reflexiva.
(b) Se o dominio de R é A, entao R é reflexiva.
5.10 Seja A = {—3,—-1,0,1,2,3} e considere a relagdo de equivaléncia R em A definida

por z Ry se e s6 se 22 = y2. Indique todos os elementos da classe [—3] p € determine
o conjunto quociente A/R.

5.11 Seja A ={1,2,4,6,7,9} e considere a relagdo de equivaléncia ~ em A definida por
r ~ yseesdsex+y=2n, para algum n € N. Indique todos os elementos da
classe [2] e determine o conjunto quociente A/ ~.

5.12 Considere as relagdes Rj, Ro e Rs apresentadas a seguir:
e Ry é arelagdo em A = {1,2,3,4,5,6,8} definida por z R; y se e s6 se x e y
tém o mesmo resto na divisao inteira por 3;
e Ry é arelacdo em R x R definida por (z,y) Ra (z,w) se e s6 se y = w;
e R3 é arelacdo em Z x (Z \ {0}) definida por (a,b) R3 (c,d) se e s se ad = be.

(a) Verifique que Ry, Ry e R3 sao relagoes de equivaléncia.

(b) Para as relagoes R; e Ry descreva cada classe de equivaléncia e indique o con-
junto quociente.
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5.13 Seja A = {1,2,3} e considere a relagdo ~ em P (A) definida por
X ~ Yseesédse XU{l,2} =Y U{l,2}.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em P (A).
(b) Indique todos os elementos da classe [{1}]_ e determine o conjunto quociente

P(A) ] ~.
5.14 Seja A =1{2,3,4,6,7} e sejam

I = {{2,4},{3},{4,6},{3,6,7}}, Iy={{2,4,6},{3,7}},

3 = {{2},{3,4,7}}, Iy = {{2}, {3}, {4}, {6}, {7}} ,

s = {{2},0,{3,4},{6,7}}, g = {{2,6},{3, 7}, {4}}.

(a) Diga, justificando, quais dos conjuntos II; (1 < j < 6) s@o particoes de A.

(b) Para os conjuntos II; (1 < j <6) que sao particoes, determine a relacao de
equivaléncia em A associada a II;.

5.15 Sejam A = {1,2,3,6,7,9,10,11,26} e ~ a relacao de equivaléncia em A definida por
T ~ y< xeytém o mesmo nimero de divisores naturais
Determine a particao de A associada a ~, isto é, o conjunto quociente A/ ~.
5.16 Considere a relacdo ~ em Z definida por
x ~ yseesose |z| =yl
(a) Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia.

(b) Determine a particao de Z associada a ~, isto é, o conjunto quociente Z/ ~.

5.17 Sejam A = {1,2,3,4} e sejam p1, pa2, p3 € ps as seguintes relagoes em A:

01),(4,1),(2,2),(4,2),(3,3), (4,4)}
{(1,1),(1,4),(2,2),(4,2),(3,3),(4,4),(2,4)}
{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)}
= {(1,1),(2,3),(2,2),(2,1),(3,3), (4,4), (3, 1)}

Indique se cada uma destas relagoes é ou nao uma ordem parcial e, para cada ordem
parcial, apresente o correspondente diagrama de Hasse.

p1=A{

)

(1
(1
(1
(1

)

5.18 Mostre que os seguintes pares sao c.p.0.’s:
(a) (P(A),C), onde A é um conjunto;
(b) (N,]), onde | é a relagao “divide”.
5.19 Construa diagramas de Hasse para os seguintes c.p.o.’s:

(a) (P(A),C), sendo A = {1,2,3,4};

(b) (A,]a), onde A = {2,3,4,6,10,12,20} e |4 é a relacao bindria em A definida
por
a\A b@erN b= ka.

5.20 Seja (A, <) um c.p.o.. Mostre que o supremo (infimo) de um subonjunto X de A,
caso exista, é unico.

5.21 Sejam (A, <) um c.p.o.. e X C A. Mostre que se m é o elemento maximo de X,
entao m é o supremo de X.
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5.22 Sejam P = {1,2,3,4,5,6,7,8}, X = {1,3,6} e Y = {2,3,4,7}. Considere o c.p.o.
(P, <) com o seguinte diagrama de Hasse:

Para cada um dos conjuntos X e Y determine, caso existam, os majorantes e mi-
norantes, o supremo e o infimo, os elementos maximais e minimais e o0 maximo e o
minimo.

5.23 Seja P ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Considere o c.p.o. (P, <) cuja relagdo de ordem parcial
¢é dada pelo diagrama de Hasse

(a) Seja X = {1,2,3,4}. Determine, caso existam, Maj(X), Min(X), max(X) e
min(X).
(b) Justifique que sup(f)) = 3 e que nao existe inf(().

(c) Dé exemplo de um subconjunto de P com exatamente 3 elementos e que tenha
2 elementos minimais e 2 elementos maximais.

5.24 Sejam (A,<) um c.p.o. e X C A. Diga, justificando, se cada uma das seguin-
tes proposigoes é verdadeira para qualquer c.p.o. (A, <) e para qualquer conjunto
X C A:
) Se X tem um elemento maximal entdo X tem elemento maximo;
) Se X tem elemento méximo entdo X tem um elemento maximal;
(c) Se existe sup(X) entdo X tem um elemento maximal;
)

Se X tem um elemento maximal entao existe sup(X);
5.25 (a) Sejam (P, <) um c.p.o. e <4 a relacdo bindria definida em P por
a<gbseesdseb<a.

Mostre que <4 é uma relagdo de ordem parcial.

(b) Considere o c.p.o. (P, <) definido no exercicio 5.22. e construa o diagrama de
Hasse de (P, <y ).

5.26 Seja A um conjunto. Mostre que (P(A), C) é um reticulado com elemento maximo
e elemento minimo.

5.27 Seja (A, <) um c.p.o.. Mostre que se (A4, <) é um conjunto bem ordenado, entao
(A, <) é uma cadeia.
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5.28 Considere em N a relagao | definida por
zly < ke N:y = k.

(a) Mostre que o c.p.o. (N,|) ndo é uma cadeia.

(b) Diga, justificando, se (N, |) tem elemento méximo ou elemento minimo.

(¢) Mostre que (N, |) é um reticulado, indicando para quaisquer a, b € N, o supremo
e o infimo de {a, b}.

(d) Considere X = {1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,36) e Y = {1,2,5,6,12, 20,30, 120}.
(i) Construa os diagramas de Hasse de (X, |x) e de (Y, |y).

(ii) Indique, caso existam, os elementos minimais e os elementos maximais de

X.
(iii) Indique, caso existam, elementos a,b € Y tais que:
(a) exista supremo de {a,b} em (Y,|y) e este supremo seja diferente do
supremo de {a,b} em (N, |);
(8) nao exista supremo de {a,b} em (Y, |y).
(iv) Dé exemplo de um subconjunto Z de X tal que (Z,|z) tenha elemento
maximo e elemento minimo e nao seja um reticulado.



