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Programa Resumido

Nesta disciplina estuda-se o paradigma funcional de programagéo,
tendo por base a linguagem de programacgao Haskell.

« Programacao funcional em Haskell.

« Conceitos basicos: expressoes, tipos, redugdo, fungdes e recursividade.

« Conceitos avancgados: fungbes de ordem superior, polimorfismo, tipos
algébricos, classes, modularidade e monades.

« Estruturas de dados e algoritmos.

Objectivo

» Saber escrever programas em Haskell para resolver problemas.
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Haskell

» Foi criado no final dos anos 80 por um comité de académicos.
+ E uma linguagem:

* “Purely functional”

- “Statically typed”

* “Lazy”
+ E cada vez mais usada na industria: Google, Facebook, AT&T, NASA, ...

» Permite programar de forma clara, concisa e com alto nivel de abstracgao.




Linguagens Declarativas vs Imperativas

Declarativas - Um programa é um conjunto de declaragbes que descrevem a relagdo
entre o input e o output. Exemplos: Haskell, ocaml, ...

Imperativas - Um programa é uma sequéncia de instrugdes (“ordens”). Exemplos: C, Java, ...

Exemplo: A funcéo factorial é descrita o'=1
matematicamente por nl'=n*(n-1)! , se n>0

Dois programas que fazem o calculo do factorial de um nimero, implementados em:

O Paradigma Funcional de Programacgao
Haskell

fact 0 =1 As equagbes que sao usadas na definicdo da

fact n = n * fact (n-1) fungép fact sdo equagoes matemé.tic.as.
Elas indicam que o lado esquerdo e direito
tém o mesmo valor.

Cc

int factorial(int n)
{ int i, r;

Isto € muito diferente do uso do = nas linguagens

i=1; imperativas como o C.
Haskell C r=l;
: : : Wh]lfii*ﬁ<_n) { Por exemplo, a instrucdo i=i+1 representa uma
fact 0 = 1 1n1; fagtorlal (int n) i=i+1: atribuigao (o valor anterior de i é destruido, e o
fact n = n * fact (n-1) { int i, r; } ! novo valo_r passa a ser o valor anterior mais 1).
return r; Portanto i é redefinido.
i=1; }
r=1;
while (i<=n) {
Qual é mais facil de entender ? r=r*i;
) i=i+1; Em Haskell = significa “é, por defini¢gdo, igual a” , e no é possivel redefinir.
) return rj O que fazemos é raciocinar sobre equagdes matematicas.
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in outputs e
puts — P Um pouco de historia ...
Na programacéo (funcional) faremos uma distingéo clara entre trés grandes .
grupos de conceitos: 1960s Lisp (untyped, not pure)
Dados — Que tipo de informagéao é recebida e como ela se pode organizar . .
por forma a ser processada de forma eficiente. 1970s ML (strongly typed, type inference, polymorphism)
Operagées — Os mecanismos para manipular os dados. As operagdes basicas
e como construir novas operagdes a partir de outras ja existentes. 1980s Miranda (strongly typed, type inference, polymorphism,
lazy evaluation)
Calculo — A forma como o processo de calculo decorre.
1990s Haskell (strongly typed, type inference, polymorphism,
lazy evaluation, ad-hoc polymorphism, monadic /0)
Alinguagem Haskell fornece uma forma rigorosa e precisa de descrever tudo isto.
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Haskell

« O Haskell ¢ uma linguagem puramente funcional, fortemente tipificada, e
com um sistema de tipos extremamente evoluido.

. Alinguagem usada nestes slides é o Haskell 98. (Novo: Haskell 2010)
. Exemplos de interpretadores e um compilador para a linguagem Haskell:

. Hugs Haskell User's Gofer System

. GHC Glasgow Haskell Compiler (é o que vamos usar ...)
The Haskell Platform contém o GHC

www.haskell.org

O Paradigma Funcional de Programacgao

Um programa é um conjunto de definigdes.

Uma definigdo associa um nome a um valor.
Programar ¢é definir estruturas de dados e fungdes para resolver um dado problema.
O interpretador (da linguagem funcional) actua como uma maquina de calcular:

1é uma expresséao, calcula o seu valor e mostra o resultado

Exemplo: Um programa para converter valores de temperaturas em graus Celcius
para graus Farenheit, e de graus Kelvin para graus Celcius.

c * 1.8 + 32

celFar c

kelcel k

k - 273

Depois de carregar este programa no interpretador Haskell, > celFar 25
podemos fazer os seguintes testes: 77.0
> kelCel 0
-273
>
10

« A um conjunto de associagbes nome-valor da-se o nome de ambiente ou contexto
(ou programa).

« As expressdes sdo avaliadas no ambito de um contexto e podem conter ocorréncias
dos nomes definidos nesse contexto.

« O interpretador usa as definigdes que tem no contexto (programa) como regras de célculo,
para simplificar (calcular) o valor de uma expresséao.

Exemplo: Este programa define trés
fungbes de conversdo de
temperaturas.

celFar c c * 1.8 + 32
kelCel k k — 273
kelFar k = celFar (kelCel k)

No interpretador ...

> kelFar 300 kelFar 300 = celFar (kelCel 300)

80.6 = (kelCel 300) * 1.8 + 32
= (300-273)*1.8+32
\ = 27*1.8+32
E calculado pelas regras = 80.6

establecidas pelas definigcbes
fornecidas pelo programa.

1

Linguagens Funcionais

« O nome de linguagens funcionais advém do facto de estas terem como operagbes
basicas a definigdo de fungdes e a aplicagédo de fungdes.

. Nas linguagens funcionais as fungbes sdo entidades de 12 classe, isto é, podem ser
usadas como qualquer outro objecto: passadas como parametro, devolvidas como
resultado, ou mesmo armazenadas em estruturas de dados.

Isto da as linguagens funcionais uma grande flexibilidade, capacidade de abstracao
e modularizagao do processamento de dados.

« As linguagens funcionais fornecem um alto nivel de abstragdo, o que faz com que os
programas funcionais sejam mais concisos, mais faceis de entender / manter e mais
rapidos de desenvolver do que programas imperativos.

. No entanto, em certas situagdes, os programas funcionias podem ser mais
penalizadores em termos de eficiéncia.
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Haskell

Valores & Expressoes

Os valores sdo as entidades basicas da linguagem Haskell. Sdo os elementos atémicos.
As expressoes sao obtidas aplicando fungdes a valores ou a outras expressoes.
O interpretador Haskell actua como uma calculadora (“read - evaluate - print loop”):

1é uma expressao, calcula o seu valor e apresenta o resultado.

> 5
Haskell is a general purpose, purely functional programming language incorporating many Exemplos: 5
recent innovations in programming language design. Haskell provides higher-order functions,
non-strict semantics, static polymorphic typing, user-defined algebraic datatypes, pattern- > 3.5 + 6.7
matching, list comprehensions, a module system, a monadic I/O system, and a rich set of ° °
primitive datatypes, including lists, arrays, arbitrary and fixed precision integers, and floating- 10.2
point numbers. Haskell is both the culmination and solidification of many years of research on
lazy functional languages. > 2 < 35
True
(The Haskell 98 Report)
> not True
False
> not ((3.5+6.7) > 23)
True
13 14
. , Tipos Basicos
Os tipos servem para classificar entidades (de acordo com as suas caracteristicas).
Em Haskell foda a expressao tem um tipo associado.
o - ) T Bool  Boleanos: True, False
e :: T significa que a expressao € tem tipo
é do tipo Char Caracteres: 'a', 'p', 'a', '1', '\n', '2',
Informalmente, podemos associar a nogao de “tipo” a nogao de “conjunto”, e Int Inteiros de t ho limitado: 1 3 23434
a nogéo de “ter tipo" a nogéo de “pertenga”. n nteiros de tamanno Iimitado: y —3, 5,
Exemplos: Integer Inteiros de tamanho ilimitado: 2, -7, 75756850013434682,
58 :: Int Inteiro Float Numeros de virgula flutuante: 3.5, -6.53422, 51.2E7, 3e4,
'a' :: Char Caracter
[3,5,7] :: [Int] Lista de inteiros D : : o
DT G L ouble Num. virg. flut. de dupla precisédo: 3.5, -6.5342, 51.2E7
(8,'b") :: (Int,Char) Par com um inteiro e um caracter 9 pap ! ! !
() Unit () é o seu unico elemento do tipo Unit.
O Haskell € uma linguagem fortemente tipada, com um sistema de tipos muito
evoluido (como veremos). Em Haskell, a verificagcdo de tipos é feita durante a
compilagéo.
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Tipos Compostos

Produtos Cartesianos (T1,T2, ...,Tn)

(T1,T2,...,Tn) é o tipo dos tuplos com o 1° elemento do tipo T1,
2° elemento do tipo T2, etc.

Exemplos: (1 5,

:: (Int,Int)
('a',6,True) :: (Char,Int,Bool)
Listas [T]
[T] é otipo da listas cujos elementos s&o todos do tipo T.
Exemplos: [2,5,6,8] [Integer]
['h','a','s"] :: [Char]
[3.5,86.343,1.2] :: [Float]

Fungbées T1 -> T2

T1->T2 € o tipo das fungdes que recebem valores do tipo T1 e
devolvem valores do tipo T2.

Exemplos:

Funcoes
A operagéo mais importante das fungdes é a sua aplicagao.

Se £ :: Tl -> T2 € a :: Tl entdo £ a :: T2

Exemplos: U — - -
False :: Bool Preservacgao de Tipos
> ord 'a' O tipo de cada expresséo € preservad
97 :: Int ao longo do processo de caélculo.
> ord 'A'
65 :: Int
> chr 97 Qual sera o tipo de chr ?
'a' :: Char

Novas definigdes de fungdes deverdo que ser escritas num ficheiro,
que depois sera carregado no interpretador.

not :: Bool -> Bool
ord :: Char -> Int
17 18
Definicoes Pélimorfismo
Uma defini¢do associa um nome a uma expressao. nome = expressao O tipo de cada fungdo & inferido automaticamente pelo interpretador.
nome tem que ser uma palavra comegada por letra minuscula.
Exemplo:
A definicdo de fungbes pode ainda ser feita por um conjunto de equacodes - . )
da forma: Para a fungéo g definida por: g X = not (65 > ord x)
nome arg1 arg?2 ... argn = expressao
O tipo inferido é Char -> Bool )

Quando se define uma fungao podemos incluir informagéo sobre o seu tipo. Porqué ?
No entanto, essa informag&o n&o é obrigatoria.
Exemplos: pi = 3.1415 Mas, ha fungdes as quais é possivel associar mais do que um tipo concreto.

areaCirc x = pi * x * x

Exemplos: . _ ~

areaQuad = \x -> x*x id x = x O que fazem estas fungoes ?

areaTri b a = (b*a)/2 nl y = "\n' Qual sera o seu tipo ?

volCubo :: Float -> Float

volCubo y =y *y *y

19 20




O problema é resolvido recorrendo a varidveis de tipo.
Uma variavel de tipo representa um tipo qualquer.

id :: a -> a

nl :: a -> Char

Em Haskell:

. As variaveis de tipo representam-se por nomes comegados por letras minusculas
(normalmente a, b, c, ...).

« Os tipos concretos usam nomes comegados por letras maiusculas (ex: Bool, Int, ...).

Quando as fungbes sdo usadas, as variaveis de tipos sdo substituidas pelos tipos
concretos adquados.

Exemplos: id True id :: Bool -> Bool
id 'a’' id :: Char -> Char
nl False nl :: Bool -> Char
nl (volCubo 3.2) nl :: Float -> Char

21

Funcgdes cujos tipos tém variaveis de tipo sdo chamadas fungées polimérficas.
Um tipo pode conter diferentes variaveis de tipo.
Exemplo: e (505 = o2

fst :: (a,b) -> a

Inferéncia de tipos

O tipo de cada fungéo ¢é inferido automaticamente pelo compilador

de Haskell.

O compilador infere sempre o tipo mais preciso de qualquer expressao
(o seu tipo principal).

E possivel associar a uma fungdo um tipo mais especifico do que o tipo inferido
automaticamente.

Exemplo:
seg :: (Bool,Int) -> Int

seg (x,5) =Y

22

O Haskell tem um enorme conjunto de definigbes (que esta no médulo Prelude)
que é carregado por omissao e que constitui a base da linguagem Haskell.

Alguns operadores:
Logicos: && (e), || (ou), not (negacéo)
Numéricos: +, -, *, /(divisdo de reais), * (exponenciagdo com inteiros),

div (diviséo inteira), mod (resto da divis&o inteira),
** (exponenciagdes com reais), log, sin, cos, tan, ...

Relacionais: == (igualdade), /= (desigualdade), <, <=, >, >=
Condicional: if ... then .. else ..
:: Bool ira
Exemplo: > if (3>=5) then [1,2,3] else [3,4]
[3,41]
> if (ord 'A' == 65) then 2 else 3
2
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Modulos

Um programa Haskell esta organizado em médulos.
Cada médulo é uma colecgéo de fungdes e tipos de dados, definidos num ambiente fechado.

Um moédulo pode exportar todas ou s6 algumas das suas defini¢bes. (...)
module Nome (nomes_a_exportar) where

... definigbes ...

Ao arrancar o interpretador do GHC, ghci, este carrega o médulo Prelude (que contém
um enorme conjunto de declaragdes) e fica a espera dos pedidos do utilizador.

ghci
/T _ NI\ I\ (_
/ /NI /1 ]/ GHC Interactive, version 6.2.1, for Haskell 98.
/ /_\\/ __ [/ /___ http://www.haskell.org/ghc/
\ /N\N/ /_/\ /|_ Type :? for help.
Loading package base ... linking ... done.
Prelude>
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O utilizador pode fazer dois tipos de pedidos ao interpretador ghci:

« Calcular o valor de uma expressao.

Prelude> 3+5

8

Prelude> (5>=7) || (372 == 9)
True

Prelude> fst (40/2,'A'")

20.0

Prelude> pi
3.141592653589793

Prelude> aaa

<interactive>:1: Variable not in scope: "aaa'
Prelude>

« Executar um comando.
« Os comandos do ghci comegam sempre por dois pontos ( : ).
. O comando :? lista todos os comandos existentes

Prelude> :?
Commands available from the prompt:

25

Alguns comandos Uuteis:

Prelude> :type (2>5)
:quit ou :q termina a execucéo do ghci. (2>5) :: Bool
Prelude> :t not
not :: Bool -> Bool
Prelude> :q
Leaving GHCi.

:type ou :t indica o tipo de uma expresséao.

:load ou :1 carrega o programa (o médulo) que esta num dado ficheiro.

Exemplo: Considere o seguinte programa guardado no ficheiro Temp.hs

Temp.hs
(" 2\
module Temp where

celFar ¢ = c * 1.8 + 32
kelCel k = k - 273

kelFar k = celFar (kelCel k)

- J

Os programas em Haskell ttm normalmente extens&o .hs (de haskell script)

26

Depois de carregar um moédulo, os nomes definidos nesse médulo passam a estar
disponiveis no ambiente de interpretagéao

Prelude> kelCel 300

<interactive>:1: Variable not in scope: “kelCel'
Prelude> :load Temp

Compiling Temp ( Temp.hs, interpreted )
Ok, modules loaded: Temp.

*Temp> kelCel 300

27

*Temp>

Inicialmente, apenas as declaragdes do moédulo Prelude estao no ambiente de
interpretagdo. Apos o carregamento do ficheiro Temp.hs, ficam no ambiente todas
a defini¢des feitas no médulo Temp e as definigdes do Prelude.

27

Um madulo constitui um componente de software e da a possibilidade de gerar bibliotecas
de fungdes que podem ser reutilizadas em diversos programas Haskell.

Exemplo: Muitas fungdes sobre caracteres estao definidas no modulo Char do GHC.
Para se utilizarem declaragdes feitas noutros médulos, que nao o Prelude, é necessario
primeiro fazer a sua importagéo através da instrugao:

import Nome_do_maddulo

Exemplo.hs

4 N\
module Exemplo where

import Char

letra :: Int -> Char

letra n = if (n>=65 && n<=90) || (n>=97 && n<=122)
then chr n
else ' '

numero :: Int -> Char

numero n = if (n>=48 && n<=57)
then chr n
else ' '
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Comentarios
E possivel colocar comentarios num programa Haskell de duas formas:

- O texto que aparecer a seguir a -- até ao final da linha é ignorado
pelo interpretador.

{-- -} O texto que estiver entre {- e -} ndo é avaliado pelo interpretador.
Podem ser varias linhas.

module Temp where

-- de Celcius para Farenheit
celFar ¢ = c * 1.8 + 32

-- de Kelvin para Celcius
kelCel k = k - 273

-- de Kelvin para Farenheit
kelFar k = celFar (kelCel k)

{- dado valor da temperatura em Kelvin, retorna o triplo com
o valor da temperatura em Kelvin, Celcius e Farenheit -}

kelCelFar k = (k, kelCel k, kelFar k)

As fungoes test e test' sdo muito parecidas mas ha uma diferenga essencial:

test (x,y) = [ (not x), (v || %), (x & y) 1 Tém tipos

diferentes !

test' x y = [ (not x), (v || %), (x && y) 1]

A fungéo test recebe um unico argumento (que € um par de booleanos)
e devolve uma lista de booleanos.

test :: (Bool,Bool) -> [Bool]

> test (True,False)

A fungéo test' recebe dois argumentos, cada um do tipo Bool, e devolve uma lista de
booleanos.
test' :: Bool -> Bool -> [Bool]

> test' True False

A funcéo test' recebe um valor de cada vez. Realmente, o seu tipo é:

test' :: Bool -> (Bool -> [Bool])

> (test' True) False

29 Mas os parentesis podem ser dispensados ! 4,
. O tipo funcéo associa a direita. Exercicio:
Isto €, Locooul = L2 = o = U = U Considere a seguinte declaragéo das fungdes fun1, fun2 e fun3.
é uma forma abreviada de escrever
funl (x = (not x
f :: Tl => (T2 => (... => (Tn => T)...)) (x,¥) ( 1y
fun2 a b = (a||b, a&s&b)
. ~ . i L N fun3 x y z = x && y && 2z
. A aplicagao de funcdes é associativa a esquerda.
Isto &, f x1 x2 ... Xn
Qual sera o tipo de cada uma destas fungbes ?
€ uma forma abreviada de escrever . . ~
Dé exemplos da sua invocagéo.
(ee-((f x1) x2) ...) xn
31 32




Lista e String

[a] € o tipo das listas cujos elementos sdo fodos do tipo a .

Exemplos:

[2,5,6,8] :: [Integer]
[(1+3,'c"),(8,'A"),(4,'d")] =: [(Int,Char)]
[3.5, 86.343, 1.2%5] :: [Float]
['o','1','a"'] :: [Char]

Atengdo! ['a', 4, 3, 'c'] Naosao listas bem formadas, porque
0s seus elementos nao tém todos
[(1,5), 9, (6,7)] 0 mesmo tipo !

String O Haskell tem pré-definido o tipo String como sendo [Char].

Os valores do tipo String também se escrevem de forma abreviada entre “ “.
Exemplo:
llhaskellll éequivalentea [lhl,|al,|sl’lk|’le|,lll,lll]

> “Qla” == ['0','1l',"'a"]
True

33

Algumas fung¢oes sobre listas definidas no Prelude.

head :: [a] -> a da o primeiro elemento da lista (a cabega da lista).
tail :: [a] -> [a] da a lista sem o primeiro elemento (a cauda da lista).
take :: Int -> [a] -> [a] daum segmento inicial de uma lista.

drop :: Int -> [a] -> [a] daum segmento final de uma lista.

reverse :: [a] -> [a] calcula a lista invertida.

last :: [a] -> a da o ultimo elemento da lista.

Exemplos:

Prelude> head [3,4,5,6,7,8,9] Prelude> drop 3 [3,4,5,6,7,8,9]
3 [6,7,8,9]

Prelude> tail ['a','b','c','d'] Prelude> reverse [3,4,5,6,7,8,9]
['b','c','d"] [9,8,7,6,5,4,3]

Prelude> take 3 [3,4,5,6,7,8,9] Prelude> last ['a','b','c','d"]
[3,4,5] 'd

34

Fungoes sobre String definidas no Prelude.

words :: String -> [String] da a lista de palavras de um texto.

unwords :: [String] -> String constréi um texto a partir de uma lista de palavras.

lines :: String -> [String] d4 a lista de linhas de um texto (i.e. parte pelo \n').

Exemplos:

Prelude> words "aaaa bbbb cccc\tddddd eeee\nffff gggg hhhh"
["aaaa", "bbbb", "cccc", "ddddd" , "eeee” , "££££", "gggg"”, "hhhh" ]

Prelude> unwords ["aaaa","bbbb","cccc","ddddd", "eeee","f£f£f£f","gggg", "hhhh"]
"aaaa bbbb cccc ddddd eeee ffff gggg hhhh"

Prelude> lines "aaaa bbbb cccc\tddddd eeee\nffff gggg hhhh"
["aaaa bbbb cccc\tddddd eeee","ffff gggg hhhh"]

Prelude> reverse "programacao funcional"
"lanoicnuf oacamargorp"

35

Listas por Compreensao

Inspirada na forma de definir conjuntos por compreensao em linguagem matematica,
a linguagem Haskell tem também mecanismos para definir listas por compreenséo.

{2x| x€{10,3,7,2} } [ 2*x | x <- [10,3,7,2] 1 =[20,6,14,4]

{n|n€ {9,8-2-10,3} A0sn+2< 10}

[n | n<-[9,8,-2,-10,3] , 0<=n+2, n+2<=10 ] =[8,-2,3]

{4,7,..,19} [4,7..19] =[4,7,10,13,16,19]

[1..71 =[123456,7]

{(xy)| xE {345} ry € {9,10} }

[ (x,¥) | x <- [3,4,5], y <- [9,10] ]

=1(3,9),(3,10),(4,9),(4,10),(5,9),(5,10)]
36




Listas infinitas
{510, ... } [5,10..] =[5,10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,...

{x?| x EN 2 par(x) }

[ x*3 | x <- [0..], even x ] =1[0,8,46,216,...

Mais exemplos:

Prelude> ['A'..'Z']
"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"

Prelude> ['A','C'..'X"]

"ACEGIKMOQSUW"

Prelude> [50,45..(-20)]
[50,45,40,35,30,25,20,15,10,5,0,-5,-10,-15,-20]
Prelude> drop 20 ['a'..'z']

"uvwxyz"

Prelude> take 10 [3,3..]

[3,3,3,3,3,3,3,3,3,3]

Equacoes e Fungoes

Uma fungao pode ser definida por equagdes que relacionam os seus argumentos com
o resultado pretendido.

triplo x = 3 * x
Exemplos: dobro y =y +y
perimCirc r = 2*pi*r
perimTri X y z = x+y+z
minimo x y = if x>y then y else x

As equacdes definem regras de calculo para as fungdes que estao a ser definidas.

nome arg1 arg2 ... argn = expressao

e T

Nome da fungao Argumentos da fungao.
(iniciada por letra minuscula). Cada argumento é um padrao.
(cada varidvel ndo pode ocorrer mais do que uma vez)

O tipo da fungéo ¢é inferido tendo por base que ambos os lados da equagao
tém que ter o mesmo tipo.
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Padroes (patterns)
Exemplos:
Um padrao é uma variavel, uma constante, ou um “esquema” de um valor atémico emplos soma :: (Int,Int) -> Int -> (Int,Int)
(isto é, o resultado de aplicar construtores basicos dos valores a outros padrées). soma (x,y) z = (xtz, y+z)
No Haskell, um padrdo nao pode ter variaveis repetidas (padrées lineares). outro modo seria
Exemplos: soma w z = ((fst w)+z, (snd w)+z)
Padrées Tipos Néao padroes
52 Qual é mais legivel ?
a [x,'a',1]
True Bool
4 Int (4*6, y) exemplo :: (Bool,Float) -> ((Float,Int), Float) -> Float
exemplo (True,y) ((%X,_),Ww) = y*x + w

(>|<,1'h (True,b)) (a,b,(Bool,c)) B (e

( A' ,E"alse,x) (Char,Bool,a) Porqué ?

g G [Char] em alternativa, poderiamos ter
Quando n&o nos interessa dar nome a uma variavel, podemos usar _ que representa exemplo a b = if (fst a) then (snd a)*(fst (fst b)) + (snd b)
uma variavel anonima nova. else (snd a)

Exemplos: snd (_,x) = x
segundo (_,y,_) =Y
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Reducao

O calculo do valor de uma expresséo é feito usando as equagdes que definem as fungdes
como regras de calculo.

Uma reducao é um passo do processo de calculo (¢ usual usar o simbolo = denotar esse passo)

Cada redugao resulta de substituir a instancia do lado esquerdo da equagéo (o redex)
pelo respectivo lado direito (o contractum).

Exemplos: Relembre as seguintes fungdes il = 8

Exemplos: triplo7 = 377 = 21

A instancia de (triplo x) resulta da substituicao [7/x].

snd (9,8) = 8

Ainstancia de snd (_,x) resulta da substituicao [9/ _,8/x].
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A expressdo dobro (triplo (snd (9,8))) pode reduzir de trés formas distintas:

dobro (triplo (snd (9,8))) = dobro (triplo 8)

dobro (triplo (snd (9,8))) = dobro (3*(snd (9,8)))

dobro (triplo (snd (9,8))) = (triplo (snd (9,8)))+(triplo (snd (9,8)))

A estratégia de redugéo usada para o calculo das expressdes € uma caracteristica
essencial de uma linguagem funcional.

O Haskell usa a estratégia lazy evaluation (call-by-name), que se caracteriza por
escolher para reduzir sempre o redex mais externo. Se houver varios redexes ao mesmo

nivel escolhe o redex mais a esquerda (outermost; leftmost).

Uma outra estratégia de redugdo conhecida é a eager evaluation (call-by-value), que se
caracteriza por escolher para reduzir sempre o redex mais interno. Se houver varios
redexes ao mesmo nivel escolhe o redex mais a esquerda (innermost; leftmost).
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Lazy Evaluation (call-by-name)

dobro (triplo (snd (9,8))) = (triplo (snd (9,8)))+(triplo (snd (9,8)))
= (3*(snd (9,8))) + (triplo (snd (9,8)))
= (3*(snd (9,8))) + (3*(snd (9,8)))
— (3*8) + (3*(snd (9,8)))
_ 24 + (3*(snd (9,8)))
24 + (3*8)
=24 + 24
= 48
=

Com a estrategia lazy os parametros das fungdes s6 séo calculados se o seu valor for
mesmo necessario.

nl (triplo (dobro (7*45)) => '\n'

A lazy evaluation faz do Haskell uma linguagem nao estrita. Esto €, uma fungéo
aplicada a um valor indefinido pode ter em Haskell um valor bem definido.

nl (3/0) = '\n'

A lazy evaluation também vai permitir ao Haskell lidar com estruturas de dados infinitas.
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Podemos definir uma fungéo recorrendo a varias equagoes.

Exemplo: h (Char,Int) -> Int
h ('a',x) = 3*x
h ('b',x) = xtx
h X

(_,x) =

Todas as equagdes tém que ser bem tipadas e de tipos coincidentes.

Cada equagéo é usada como regra de redugdo. Quando uma fungdo é aplicada a um
argumento, a equagéo que é selecionada como regra de redugdo € a 1% equacéo
(a contar de cima) cujo padrao que tem como argumento concorda com o argumento actual

(pattern matching).
Exemplos: h ('a',5) = 3*5 = 15
h ('b',4) = 4+4 = 8
h ('B',9) = 9
Note: podem existir varias equagdes com padrdes que concordam com o argumento

actual. Por isso, a ordem das equagdes é importante, pois define uma prioridade
na escolha da regra de redugao.

O que acontece se alterar a ordem das equagdes que definem h ?
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Funcgoes Totais & Fungoes Parciais

Uma fungao diz-se total se esta definida para todo o valor do seu dominio.

Uma fungao diz-se parcial se ha valores do seu dominio para os quais ela ndo esta definida
(isto &, ndo é capaz de produzir um resultado no conjunto de chegada).

Exemplos:

conjuga :: (Bool,Bool) -> Bool .
conjuga (True,True) = True Funcéo total
conjuga (x,y) = False

parc :: (Bool,Bool) -> Bool . .
parc (True,False) = False Funcgao parcial
parc (True,x) = True

Porqué ?
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Tipos Sinénimos

O Haskell pode renomear tipos através de declaragdes da forma:
type Nome p% tipo
parametros (variaveis de tipo)

Exemplos: type Ponto = (Float,Float)
type ListaAssoc a b = [(a,b)]

Note que nao estamos a criar tipos novos, mas apenas nomes novos para tipos ja
existentes. Esses nomes devem contribuir para a compreenséo do programa.

Exemplo: distOrigem :: Ponto -> Float

distOrigem (xX,y) = sqrt (x"2 + y"2)

O tipo String é outro exemplo de um tipo sinénimo, definido no Prelude.

type String = [Char]
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Definicoes Locais
Uma definicdo associa um nome a uma expressao.

Todas as definigbes feitas até aqui podem ser vistas como globais, uma vez que elas
séo visiveis no modulo do programa aonde estdo. Mas, muitas vezes é util reduzir o
ambito de uma declaragao.

Em Haskell ha duas formas de fazer definigdes locais: utilizando expressoes let ... in
ou através de clausulas where junto da definicdo equacional de fungdes.

Exemplos:
Porqué ?
let ¢ = 10
(a,b) = (3*c, £ 2) >
£t 3 47w T
in f a+ fb = 242
> c
Variable not in scope: “c'
testa y = + fy+fa+fb -
where c = 10 il . L
= * f 2) arJ..a e not :.Ll'l scope: JE
(a,b) (3*c, Variable not in scope: “a
f x = x + 7*

As declaragdes locais podem ser de fungdes e de identificadores (fazendo uso de padroes).
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Layout

Ao contrario de quase todas as linguagens de programacao, o Haskell ndo necessita de
marcas para delimitar as diversas declaragdes que constituem um programa.

Em Haskell a identagao do texto (isto €, a forma como o texto de uma definigdo esta disposto),
tem um significado bem preciso.

Regras fundamentais:

1. Seumallinha comeca mais a frente do que comegou a linha anterior, entéo ela
deve ser considerada como a continuagéo da linha anterior.

2. Se uma linha comeca na mesma coluna que a anterior, entdo elas sdo
consideradas definicdes independentes.

3. Se uma linha comega mais atras do que a anterior, entéo essa linha nao
pretence a mesma lista de definigdes.

Ou seja: definigbes do mesmo género devem comegar na mesma coluna
Exemplo: exemplo :: Float -> Float -> Float
exemplo x 0 = x
exemplo x y = let a = x*
b = if (x>=y) then x/y
else y*x
c = a-b

in (at+b)*cCou
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Operadores

Operadores infixos comoo +,*, && , ..., ndo sdo mais do que fungdes.

Um operador infixo pode ser usado como uma fungéo vulgar (i.e., usando notagéo prefixa)
se estiver entre parentesis.

Exemplo: (+)23 é equivalentea  2+3
Note que (+) :: Int -> Int -> Int

Podem-se definir novos operadores infixos.

(+>) :: Float -> Float -> Float
X +>y =x"2 +y

Fungdes binarias podem ser usadas como um operador infixo, colocando o seu nome entre " °

Exemplo: mod :: Int -> Int -> Int

3 'mod’ 2 € equivalente a mod 3 2

Cada operador tem uma prioridade e uma associatividade estipulada.

Isto faz com que seja possivel evitar alguns parentesis.

Exemplo: x+y+z éequivalentea (x+y)+z

x+3*y éequivalentea x+ (3*y)

A aplicacao de fungdes tem prioridade maxima e é associativa a esquerda.

Exemplo: fx*y éequivalentea (fx)*y

E possivel indicar a prioridade e a associatividade de novos operadores através de
declaragoes.

infixl num op
infixr num op
infix  num op
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Funcdes com Guardas
Exemplo: Raizes reais do polinémio ax?+bx +c¢
Em Haskell é possivel definir fungdes com alternativas usando guardas.
Uma guarda é uma express&o booleana. Se o seu valor for True a equagéo raizes :: (Doubie, Double,Double) -> (Double,Double)
correspondente sera usada na redugéo (sendo tenta-se a seguinte). raizes (a,b,c) = (rl,r2)
where rl = (-b + r) / (2*a)
r2 = (-b —r) / (2*a)
Exemplos: sig x y = if x > y then 1 d = b"2 — 4*a*c
else if x < y then -1 r d > 0 = sqrt d
else 0 d < 0 = error “raizes imaginarias”

€ equivalente a

sig x x > =1 . ~ . - U

Ixy x < § - error € uma funcao pré-definida que permite indicar a mensagem de erro
Xx ==y =0 devolvida pelo interpretador. Repare no seu tipo
oua error :: String -> a
sig x y
i Z Y : El > raizes (2,10,3)
otheZwise =0 (-0.320550528229663,-4.6794494717703365)
> raizes (2,3,4)
**% Exception: raizes imaginarias
otherwise é equivalente a True.
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Listas

[T] é o tipo das listas cujos elementos s&o todos do tipo T -- listas homogéneas .

[3.5"2, 4*7.1, 9+0.5] :: [Float]
[(253,”Braga”), (22,"Porto”), (21,”Lisboa”)] :: [(Int,String)]
[c1,2,31, [1,41, [7,8,9]1] :: [[Integer]]

Na realidade, as listas sdo construidas a custa de dois construtores primitivos:

. alista vazia []

« 0 construtor (:), que € um operador infixo que dado um elemento x de tipo a
e uma lista | de tipo [a], constroi uma nova lista com x na 12 posi¢ao seguida de .

Os padrdes do tipo lista sdo expressodes envolvendo apenas os construtores : e []
(entre parentesis), ou a representacao abreviada de listas.

Qual o tipo destas fungdes ?

head (x:xs) = x
As fungdes sao totais ou parciais?

tail (x:xs) = xs

> head [3,4,5,6]

3

> tail “HASKELL”
null [] = True “ASKELL"
null (x:xs) = False > head []

*** exception
> null [3.4, 6.5, =-5.5]

. False
[1 :: [a] . . > soma3 [5,7]
) :: a - al] - a
() [a] [a] soma3 :: [Integer] -> Integer =
soma3 [] = 0
[1,2,3] é uma abreviatura de 1:(2:(3:[1)) que é igual a 1:2:3:[] soma3 (x:y:z ‘tl = Xtytz
porque (:) é associativa a direita. somag Ex‘f{;t) = xty
soma Bds = x
Portanto: [1,2,3] = 1:[2,3] = 1:2:[3] = 1:2:3:[]
Em soma3 a ordem das equacgdes € importante ? Porqué ?
53 54
Recorréncia
Mais alguns exemplos de fungdes ja definidas no modulo Prelude:
Como definir a fungédo que calcula o comprimento de uma lista ?
Temos dois casos:

. Se a lista for vazia o seu comprimento é zero. :ﬁ$ Ei;s? - x + sum xs Qual o tipo destas funcdes ?

« Se a lista ndo for vazia o seu comprimento € um mais o comprimento da cauda da lista. S3o totais ou parciais ?
length [] = 0 last [x] = x Podemos trocar a ordem das equagdes ?
length (x:xs) = 1 + length xs last ( :xs) = last xs

Esta fungéo é recursiva uma vez que se invoca a si propria (aplicada a cauda da lista).
= . . - . = . . elem x [] = False

A fungéo termina uma vez que as invocagdes recursivas sao feitas sobre listas cada vez elem x (y:ys) | x ==y = EEE
mais curtas, e vai chegar ao ponto em que a lista é vazia. otherwise = elem x ys
length [1,2,3] = length (1:[2,3]) = 1 +length [2,3]

= 1+ (1+length [3])

= 1+ (1+(1+length[]) (++) :: [a] -> [a] -> [a]

= 1+(1+(1+ [] ++1 =1

( ( 0)) (x:xs) ++ 1 = X : (xs ++ 1)

= 3

Em linguagens funcionais, a recorréncia € a forma de obter ciclos.
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Considere a funcao zip ja definida no Perlude:

zip [] [] = []
zip [] (y:ys) = []
zip (x:xs) [] = [] ,
z1p (X:XS) (y:ys) = (X,y) : (le Xs YS)
Qual o seu tipo ? E total ou parcial ?
Podemos trocar a ordem das equagoes ?
Podemos dispensar alguma equagéo ?
Sera que podemos definir zip com menos equagdes ?
Exercicios:

- Indique todos os passos de redugao envolvidos no calculo da expresséao:

zip [1,2] “LEI”

« Defina a fungdo que faz o “zip” de 3 listas.

« Defina a fungdo  unzip :: [(a,b)] -> ([a],[b])

Padroes sobre nimeros naturais BGICLIEEEC NN EE G L))

O Haskell aceita como um padrao sobre nimeros naturais, expressdes da forma:

( variavel + numero_natural)

Exemplos: fact 0 = 1
fact (n+l) = (n+l) * (fact n)
decTres (x+3) = x

> fact 4

24

> fact (-2)

*%% Exception: Non-exhaustive patterns in function fact

> decTres 5 Atengao: expressdes como
2

> decTres 10 (n*5), (x-4) ou (2+n)

-

> decTres 2 nio sio padrdes !

**%* Exception: Non-exhaustive ...
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Mais alguma funcdes sobre listas pré-definidas no Prelude. As fungdes take e drop estéo pré-definidas no Prelude da seguinte forma:
(x:_) ' 0 =x take :: Int -> [a] -> [a]
(_:xs) !! (n+l) = xs !l n taken | n<=0 =[]
take  [] = [1
take n (x:xs) = x : take (n-1) xs
init [x] = []
init (xX:xXs) = X : 1nit Xxs drop :: Int -> [a] -> [a]
drop n xs | n <= 0 = xs
drop _ [] =[]
O que fazem estas fungdes ? drop n (_:xs) = drop (n-1) xs
Qual o seu tipo ? B B )
Estas fungdes seréo totais ?
Estas fungdes serédo totais ? Trocando a ordem das equagdes, sera que obtemos a mesma fungao ?
Trocando a ordem das equagdes, sera que obtemos a mesma fungao ? Defina fungbes equivalentes utilizando padrdes de nimeros naturais.
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nome@padra"o

nome@padrdo ¢ uma forma de fazer uma definigdo local ao nivel de um
argumento de uma fungao.

Exemplos:
A fungao fun :: (Int,String) -> (Char, (Int,String))

pode ser definida, equivalentemente, por:

fun (n,(x:xs)) = (x,(n,(x:xs))
ou fun par@(n,(x:xs)) = (x,par)
ou fun (n,(x:xs)) = let par = (n,(x:xs))

in (x,par)

{- Esta funcédo vai retirando os elementos de uma lista até
encontrar um elemento nao positivo -}

dropWhilePos [] =[]

dropwhilePos 1is@(x:xs) | x > 0 = dropWhilePos xs
| otherwise = lis
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Funcgoes e listas por compreensao

Pedem-se usar listas por compreensao na definicdo de fungdes.

Exemplo: Maximo divisor comum de dois numeros.
divisores n = [ x | x <- [l..n], (n "mod> x) == 0 ]
divisoresComuns x y = [ n | n <- divisores x, (y "mod> n) == 0 ]

mdc n m = maximum (divisoresComuns n m)
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O crivo de Eratosthenes

Esta funcéo deixa ficar numa lista o primeiro elemento e todos os que néo sdao multiplos
desse argumento, repetindo em seguida esta operagao para a restante lista.

crivo [] = [
crivo (x:xs) = x : (crivo ys)
where ys = [ n n<-xs ,n mod x /=0 ]

A lista dos nimeros primos n&o superiores a um dado niumero.

primos_ate' x = crivo [2..X]

Lista dos numeros primos.
segPrimos = crivo [2..]
Calcular os n primeiros primos.
primeirosPrimos n = take n seqgPrimos
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Algoritmos de Ordenagao

A ordenagdo de um conjunto de valores € um problema muito frequente,
e muito Util na organizagéo de informagéo.

Para o problema de ordenagédo de uma lista de valores, existem diversos
algoritmos:

« Insertion Sort
o Quick Sort
« Merge Sort

Vamos apresentar estes algoritmos, para ordenar uma lista de valores por ordem
crescente, de acordo com os operadores relacionais <, <=, >, e >=
(que implicitamente assumimos estarem definidos para os tipos desses valores).
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Insertion Sort
Algoritmo:

1. Seleciona-se a cabega da lista.

2. Ordena-se a cauda da lista.

3. Insere-se a cabega da lista na cauda ordenada, de forma a que a lista resultante
continue ordenada.

isort [] = []
isort (x:xs) = insert x (isort xs)

insert x [

1 = [x]
insert x (y:ys) =

if x<y then x:y:ys
else y:(insert x ys)

A funcéo insert (que faz a insergdo ordenada) € o nucleo deste algoritmo.

isort [3,5,6,2,7,5,8] = insert 3 (isort [5,6,2,7,5,8])
= ... = insert 3 [2,5,5,6,7,8]
= ... = 1[2,3,5,5,6,7,8]
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Insertion Sort

Exemplo: Esquema do célculo de (isort [5,3,4,8,3,1,9])

[5,3,4,8,3,7,1,9]
[3,4,8,3,7,1,9]
lisort
[1,3,3,4,7,8,9]

[1,3,3,4,5,7,8,9]
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Quick Sort

Algoritmo:

1. Seleciona-se a cabeca da lista (como pivot) e parte-se o resto da lista em duas sublistas:
uma com os elementos inferiores ao pivot, e outra com os elementos nao inferiores.

2. Estas sublistas sdo ordenadas.

3. Concatenam-se as sublistas ordenadas, de forma adequada, conjuntamente com o pivot.

gsort [] = []
gsort (x:xs) = gsort [ y | y <- xs, y<x ]
++ [X] ++ gsort [ ¥y | ¥ <- x5, y>=x ]

Esta versdo do gsort € pouco eficiente ...
Quantas travessias da lista se estdo a fazer para partir a lista ?

gsort [5,3,4,8,3,7,1,9] =

<+« = (gsort [3,4,3,1])++[5]++(gsort [8,7,9])
= ... = [1,3,3,4] ++ [5] ++ [7,8,9]
== ... = 1[1,3,3,4,5,7,8,9]
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Quick Sort
Exemplo: Esquema do calculo de (gsort [5,3,4,8,3,1,9])

[5,3,4,8,3,7,1,9]

l T~

(3.4.3,1] 5 [8,7,9]

gsort \ l ‘Aort

[1,3,3,4] [5] [7,8,9]

\\\‘++ J ++‘////

[1,3,3,4,5,7,8,9]

Uma versdo mais eficiente (fazendo a particdo da lista numa s6 passagem), pode ser:

parte _ [] = ([

_ 1,01)
parte x (y:ys) y < x = (y:as,bs)
otherwise = (as,y:bs)
) =P

where (as,bs arte x ys

quicksort [] = []
quicksort (x:xs) = let (11,12) = parte x xs
in (quicksort 1l1)++[x]++(quicksort 12)
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Merge Sort

Algoritmo:

1. Parte-se a lista em duas sublistas de tamanho igual (ou quase).
2. Ordenam-se as duas sublistas.
3. Fundem-se as sublistas ordenadas, de forma a que a lista resultante fique ordenada.

merge [] 1 =1
merge 1 =1
merge al(x:xs) b@(y:ys) x <y = X:(merge xs b)
otherwise = y:(merge a ys)
msort [] = []
msort [x] = [X]
msort xs = merge (msort xsl) (msort xs2)
where -- pouco eficiente ...
k = (lenght xs) “div" 2
xsl = take k xs
xs2 = drop k xs

Esta versdo do msort € muito pouco eficiente ...

Quantas travessias da lista se esta a fazer para partir a lista em duas ?
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Merge Sort

Exemplo: Esquema do calculo de  (msort [5,3,4,8,3,1,9])
[5,3,4,8,3,7,1,9]

PN

[5,3,4,8] [3,7,1,9]
msort men
[3,4,5,8] [1,3,7.9]

\\\\\A merge

[1,3,3,4,5,7,8,9]
Uma versdo mais eficiente (fazendo a particdo da lista numa s6 passagem), pode ser:

split [1 = ([1,[1)
split (x:xs) = let (l,r) = split xs
in (x:r,1l)

mergesort []

mergesort [X] [x]

mergesort 1 merge (mergesort 11) (mergesort 12)
where (11,12) = split 1

[]
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Acumuladores
Considere a definigdo da fungao factorial. fact 0 = 1
fact n | n>0 = n * fact (n-1)

O caélculo da factorial de um numero positivo n é feito multiplicando n pelo factorial de (n-1).

A multiplicagéo fica em suspenso até que o valor de fact (n-1) seja sintetizado.

fact 3 = 3*(fact 2) = 3*(2*(fact 1)) = 3*(2*(l*(fact 0)))
=> 3%(2%(1*1)) = 6

Uma outra estratégia para resolver o mesmo problema, consiste em definir uma fungéo auxiliar
com um parametro extra que serve para ir guardando os resultados parciais — a este parametro
extra chama-se acumulador.

fact n | n >=0 = factAc 1 n

where factAc ac 0 = ac
factAc ac n = factAc (ac*n) (n-1)

fact 3 = factAc 1 3 = factAc (1*¥3) 2 = factAc (1*3*2) 1
=> factAc (1*2%3%1) 0 = 1*2*3*x1 = 6
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Dependendo do problema a resolver, o uso de acumuladores pode ou n&o trazer vantagens.

Por vezes, pode ser a forma mais natural de resolver um problema.

Exemplo:
Considere as duas versdes da fungédo que faz o calculo do valor maximo de uma lista.
Qual lhe parece mais natural ?
maximum [X] = X

maximum (X:y:Xs) X >y
otherwise

maximum (x:ys)
maximum (y:xs)

maximo (x:xs) = maxAC X XS
where maxAc ac [] = ac
maxAc ac (y:ys) = if y>ac then maxAc y ys
else maxAc ac ys

Em maximo o acumulador guarda o valor maximo encontrado até ao momento.

Em maximum a cabeca da lista esta a funcionar como acumulador.
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Considere a fungdo que inverte uma lista.

reverse [] = []
reverse (X:Xs) = (reverse xs) ++ [X]

reverse [1,2,3] = (reverse [2,3])++[1] = ((reverse [3])++[2])++[1]

= (((reverse [])++[3])++[2])++[1] = (([1++[3])++[2])++[1]
=> ([3]++[2])++[1] = (3:([1++[2]))++[1] = (3:[2])++[1]
=> 3:([2]++[1]) = 3:(2:([]++[1])) = 3:2:[1] = [3,2,1]

Este é um exemplo tipico de uma fungdo que implementada com um acumulador é
muito mais eficiente.

reverse 1 = revAc [] 1
where revAc ac [] = ac
revAc ac (X:Xs) = revAc (xX:ac) Xs

reverse [1,2,3] = revAc [] [1,2,3] = revAc [1] [2,3]
=> revAc [2,1] [3] = revAc [3,2,1] [] = [3,2,1]

73

Sequéncia de Fibonacci
O n-ésimo nimero da sequéncia de Fibonacci define-se matematicamente por
fibn=0 ,se n=0

fibn=1 ,se n=1
fib n =fib (n-2) + fib (n-1) ,se n=2

fib 0 = 0
fib 1 = 1
fib n | n>=2 = fib (n-2) + fib (n-1)

O calculo do fib de um nimero pode envolver o célculo do fib de nUmeros mais pequenos,
repetidas vezes.

fib 5 = (fib 3)+(fib 4) = ((fib 1)+(fib 2))+((fib 2)+(flb 3))
= (1+((fib 0)+(fib 1)))+((fib 2)+(fib 3)) = ... .. =5

A sequéncia de Fibonnacci pode ser definida por

segFibonnacci = [ fibn | n <- [0,1..] ]
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Uma versao mais eficiente dos niumeros de Fibonnacci utiliza um parametro de acumulagao.

Neste caso o acumulador é um par que regista os dois ultimos niumeros de Fibonnacci
calculados até ao momento.

fib n = fibAc (0,1) n
where fibAc (a,b) 0 = a
fibAc (a,b) 1 = b
fibAc (a,b) (n+l) = fib (b,atb) n

fib 5 = fibAc (0,1) 5 = fibAc (1,1) 4 = fibAc (1,2) 3
= fibAc (2,3) 2 = fibAc (3,5) 1 = 5

A sequéncia de Fibonnacci pode ser definida por

segFib = 0 : 1 : [ a+b | (a,b) <- zip seqFib (tail seqFib) ]

Note que é a lazy evaluation que faz com que este género de definigdo seja possivel.
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Fungoes de Ordem Superior

Em Haskell, as fungdes sdo entidades de primeira ordem, isto &, as fungdes podem
ser passadas como parametro e/ou devolvidas como resultado de outras fungdes

Exemplo: A fungéo app tem como argumento uma fungao f de tipo a->b.

app :: (a->b) -> (a,a) -> (b,b) app fact (5,4) = (120,24)
app £ (x,y) = (f x, £ y)
app chr (65,70) = ('A','F")

Exemplo:

A fungédo mult pode ser entendida como tendo dois argumentos de tipo Int e devolvendo
um valor do tipo Int. Mas, na realidade, mult € uma fungdo que recebe um argumento do
tipo Int e devolve uma fungéo de tipo Int->Int.

mult :: Int -> Int -> Int = Int -> (Int -> Int)
mult x y = x * y
Em Haskell, todas a fungdes sao unarias !
mult 2 5 = (mult 2) 5 :: Int
(mult 2) :: Int -> Int
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Assim, mult pode ser usada para gerar novas fungées.

Exemplo: dobro = mult 2 4 ;
Qual é o seu tipo ?

triplo = mult 3

Os operadores infixos também podem ser usados da mesma forma, isto &, aplicados a
apenas um argumento, gerando assim uma nova fungéo.
Exemplo: (+) :: Integer -> Integer -> Integer

(<=) :: Integer -> Integer -> Bool

(*) :: Double -> Double -> Double

map
Considere as seguintes fungoes:

distancias :: [Ponto] -> [Float]

distancias [] = []

distancias (p:ps) = (distOrigem p) : (distancias ps)
minusculas :: String -> String

minusculas [] = []

minusculas (c:cs) = toLower c : minusculas cs

triplica :: [Double] -> [Double]
triplica [] = []
triplica (x:xs) = (3*x) : triplica xs

factoriais :: [Integer] -> [Integer]

(5+) = (+) 5 :: Integer -> Integer factoriais [] = []
factoriais (n:ns) = fact n : factoriais ns
(0<=) Qual é o tipo destas fungbes ?
(3% Qual o valor das expressbes: (0<=) 8 Todas estas fungdes tém um padrdo de computagdo comum:
(3% 5.7 aplicam uma fung¢éo a cada elemento de uma lista, gerando deste modo
uma nova lista.
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map filter
Podemos definir uma fungéo de ordem superior que aplica uma fungéo ao longo de uma lista: Considere as seguites fungoes:
map :: (a -> b) -> [a] -> [b] aprov :: [Int] -> [Int]
map £ [] = [] aprov [] = []
map £ (x:xs) = (f x) : (map £ xs) aprov (x:xs) = if (10<=x) then x:(aprov xs)
else (aprov xs)
Note que (map £ lista) éequivalentea [ £ x | x <- lista ]
filtraDigitos :: String -> String
- ~ . L = . filtraDigitos [] = []
Podemos definir as fungdes do slide anterior a custa da fungéo map, fazendo: filtraDigitos (c:cs)
. X _ X X isDigit ¢ = c:(filtraDigitos cs)
distancias lp = map distOrigem lp otherwise = filtraDigitos cs
minusculas s = map tolower s
triplica xs = map (3*) xs primQuad :: [Ponto] -> [Ponto]
primQuad [] = []
factoriais ns = map fact ns primQuad ((X,Y):ps) x>0 && y>0 = (x,y):(primQuad ps)
otherwise = primQuad ps
Ou entao, distancias = map distOrigem
. _ Todas estas fungdes tém um padrdo de computagdo comum:
R minusculas = map toLower
Porqué ? , , .
triplica = map (3*) dada uma lista, geram uma nova lista com os elementos da lista que
satisfazem um determinado predicado.
factoriais = map fact 79 80




filter

filter € uma funcédo de ordem superior que filtra os elementos de uma lista que verificam

um dado predicado (i.e. mantém os elementos da lista para os quais o predicado é verdadeiro).

filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]

filter p []1 = []

filter p (x:xs)
(p x)
otherwise

x : (filter p xs)
filter p xs

Note que (filter p lista) éequivalentea [ x | x <- lista , p x |
Podemos definir as fungdes do slide anterior a custa da funcgao filter, fazendo:
aprov xs = filter (10<=) xs
filtraDigitos s = filter isDigit s
primQuad ps = filter aux ps

where aux (x,y) = 0<x && O<y

Ou entao, aprov = filter (10<=)
filtraDigitos = filter isDigit

primQuad = filter aux
where aux (x,y) = 0<x && 0O<y
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Fungdes anénimas

Em Haskell, é possivel definir novas fungdes através de abstragdes lambda (A) da forma:

representando uma fungdo com argumento formal X e corpo da fungéo e

\x -> e
(a notag&o é inspirada no A-calculus aonde isto se escreve Ax.e)

Exemplos: (\x -> x+x) 5
10

> (\x -> x:x"2:x"3:[]) 2
[2,4,8]

> (\y -=> y*3) 4
12
Fungdes com mais do que um argumento podem ser definidas de forma abreviada por:

\pl pn -> e Além disso, os argumentos p1 ... pn podem ser padroes.

Exemplos: > (\x y -=> x+y) 5 3 > (\(x:xs) y -> y:xs) [3,4,5,2] 7
8 [7,4,5,2]
> (\(x1,yl) (x2,y2) -> (x1*x2,yl*y2)) (0,3) (5,2)
(0,6)
Noteque: \x y -> x+y = \x -> (\y -> x+y) Justifique com base no tipo.

Como ao definir estas fungdes ndo Ihes associamos um nome, elas dizem-se anénimas.
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Fungdes anénimas

E possivel utilizar fungdes anénimas na definigdo de outras fungdes.

Exemplos: ey —— > dobro 5
10
> cauda [9,3,4,5]
cauda = \(_:xs) -> xs [3,4,5]

As fungdes andnimas sao Uteis para evitar a declaragéo de fungdes auxiliares.

Exemplos: ) capares xs = map troca xs

where troca (x,y) = (V,X)
trocaPares xs = map (\(X,y)->(y,X)) Xs

primQuad = filter (\(x,y) -> 0<x && 0<y)

Os operadores infixos aplicados apenas a um argumento sdo uma forma abreviada de
escrever fungdes anénimas.

Exemplos: (+y) = \x -> x+y
(x+) = \y -> xty
(*5) = \x -> x*5
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foldr
Considere as seguintes fungoes:
sum [] = 0 sum [3,5,8] => 3 + (5 + (8+0))
sum (X:Xs) = X + (sum Xs)

product [] =1
product (x:xs) = x * (product xs)

and [] = True
and (b:bs) = b && (and bs)

concat [] = []
concat (l:1s) = 1 ++ (concat 1ls)
Todas estas fungdes tém um padrao de computagdo comum:

aplicar um operador bindrio ao primeiro elemento da lista e ao
resultado de aplicar a fungao ao resto da lista.

O que se esta a fazer é a extensdo de uma operacao binaria a uma lista de operandos.
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foldr

Podemos capturar este padrao de computagao fornecendo a fungao foldr o operador
binario e o resultado a devolver para a lista vazia.

foldr :: (a -> b -=> b) -=> b -> [a] -> b
foldr £ z [] = z

foldr £ z (x:xs) = £ x (foldr £ z xs)
Note que (foldr f z [x1,...,xn]) éiguala (f x1 (... (f xn z)...))
ouseja, (x1 “f> (x2 “£f (... (xn £ z)...))) (associa a direita)

Podemos definir as fungdes do slide anterior a custa da fungao foldr, fazendo:

sum xs = foldr (+) 0 xs
product xs = foldr (*) 1 xs
and bs = foldr (&&) True bs
concat 1ls = foldr (++) [] 1s
Exemplos:
(product [4,3,5]) = 4 * (3 * (5 * 1)) = 60

(concat [[3,4,51,[2,11,[7,811) = [3,4,5]1 ++ ([2,1] ++ ([7,8]++[1]))
= [3,4,5,2,1,7,8]

foldl

Podemos usar um padrdo de computagao semelhante ao do foldr, mas associando
a esquerda, através da fungédo foldl.

foldl :: (a -=> b -> a) -> a -> [b] -> a

foldl £ z [] = z

foldl £ z (x:xs) = foldl £ (f z x) xs
Note que (foldl f z [x1,...,xn]) éiguala (f (...(f z x1) ...) xn)
ouseja, ((..-((z £ x1) “f° x2)...) “f° xn) (associa a esquerda)

Exemplos: sum xs = foldl (+) 0 xs

concat 1s = foldl (++) [] 1s
reverse xs = foldl (\t h -> h:t) [] xs

sum [1,2,3] = ((0 + 1) +2) +3 = 6

concat [[2,3],[8,4,7]1,[11]1 = (([1++[2,3]) ++ [8,4,7]) ++ [1]
= [2,3,8,4,7,1]

reverse [3,4] = ((\t h -> h:t) ((\t h => h:t) [] 3) 4)
=> 4 : ((\t h => h:t) [] 3) = 4:3:[] => [4,3]

85 86
foldr vs foldl Outras fungées de ordem superior
Note que (foldrfzxs)le (foIdIfz.xs) sO daréoom9§mo_resultado se Composigéo de fungdes (.) :: (b =>c) => (a -=>b) =>a > ¢
a funcgéo f for comutativa e associativa, caso contrario dao resultados distintos. ) f x = f x
(-) 9 (g9 x)
Exemplo:
P Trocara?rdem dos flip :: (a => b > ¢) => b => a > ¢
argumentos flip fxy = £ y x
foldr (-) 8 [4,7,3,5] => 4 — (7 - (3 —(5-18))) = 3
_ _ _ Obter a versao curry :: ((a,b) =>c) -=> a ->b -> ¢
foldl (-) 8 [4,7,3,5] = (((8 - 4) —=7) —=3) -5 = -l curried de uma fungdo curry £ x y = £ (x,y)
As fungdes foldr e foldl estdo formemente relacionadas com as estratégias para Obter a verséo - uncurry :: (a -=> b -> c) -> (a,b) -> c
contruir fungdes recursivas sobre listas que vimos atras. uncurried de uma fungdo  uncurry £ (x,y) = £ x y
foldr esta relacionada com a recursividade primitiva. E |
xemplos: .
foldl esta relacionada com o uso de acumuladores. P sextuplo = dobro . triplo
Exercicio:  Considere as fungbes  gymr xs = foldr (+) 0 xs reverse xs = foldl (flip (:)) [] xs
sumL xs = foldl (+) 0 xs quocientes pares = map (uncurry div) pares
Escreva a cadeia de redugéo das expressbes (sumR[1,2,3]) e (sumL[1,2,3]) sextuplo 5 = dobro (triplo 5) = dobro 15 = 30
e compare com o funcionamento da fungdo somatério definida sem e com e acumuladores.
quocientes [(3,4),(23,5),(7,3)] = 1[0,4,2]
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Novos Tipos de Dados

Para além dos fipos basicos, dos tipos compostos e dos tipos sinbnimos, o Haskell da
ainda a possibilidade de definir novos tipos de dados, através de declaragdes da forma:

Nome do construtor do tipo, Parametros (variaveis de tipo).

iniciado por letra maiuscula. /

data Nome p1 ... pn = Construtor t1...tm | ...

| Cor-7.:strutor t1 ... tk

\/

Tipo dos argumentos de cada
construtor (as variaveis de tipo dos
paréametros podem ocorrer neste tipos).

Nome dos construtores de dados do tipo
(ou simplesmente, construtores).
Iniciado por letra maiuscula.

Estas declaragdes definem tipos algébricos, eventualmente, polimérficos.

Tipos Algébricos

Exemplos: data Cor = Azul | Amarelo | Verde | Vermelho

O tipo Cor esta a ser definido a custa de 4 construtores constantes: Azul, Amarelo,
Verde e Vermelho, que serdo os Unicos valores deste tipo.

Azul :: Cor Amarelo :: Cor
Verde :: Cor Vermelho :: Cor

A este género de tipo algébrico da-se o nome de tipo enumerado.

O tipo Bool ja pré-definido &€ também um exemplo de um tipo enumerado.

data Bool = False | True

Podemos agora definir fungdes envolvendo estes tipos algébricos:

fria :: Cor -> Bool quente :: Cor -> Bool
; = fria Azul = True quente Amarelo = True
Cada construtor de dados fu_n0|_ona como uma fungéo (eventualm_ente, constante) que fria Verde = True quente Vermelho = True
trgcege gr%umentos (do tipo indicado para o construtor) e constroi um valor do novo Frim = TRilse quente = False
ipo de dados. - -
89 90
Tipos Algébricos Tipos Algébricos
Exemplo: data CCart = Coord Float Float Exemplo: data Hora = AM Int Int
| PM Int Int

Os valores do tipo CCart sdo expressdes da forma (Coord x y), em que x e y séo
valores do tipo Float.

Coord pode ser vista como uma fungéo cujo tipo é
Coord :: Float -> Float -> Ccart
mas os construtores sdo fungbes especiais, pois nao tém nenhuma definicdo associada.

Expressdes como (Coord 1 3.1) ou (Coord 3 0.7), ndo podem ser reduzidas,
e sao exemplos de valores atémicos do tipo CCart.

Exemplo:
(somaVect u v)

Fungéo que soma de dois vectores:

somaVect :: CCart -> CCart -> CCart
somaVect (Coord x1 yl) (Coord x2 y2) = Coord (xl+x2) (yl+y2)
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Os valores do tipo Hora séo expressoes da forma (AM x y) ou (PM xy), em que x e y
s&o valores do tipo Int.

Os construtores do tipo Hora sé&o: AM :: Int -> Int —-> Hora
PM :: Int -> Int -> Hora

e podem ser vistos como uma “etiqueta” que indica de que forma os argumentos
a que sao aplicados devem ser entendidos.

Os data types implementam o co-produto (ou a uniao disjunta) de tipos.

NOTA: Erradamente, pode parecer que termos como (AM 5 10), (PM 5 10) ou (5,10)
contém a mesma informagéo, mas nao! Os construtores AM e PM tém aqui um
papel essencial na interpretagéo que fazemos destes termos.

Exemplo: As fungdes sobre tipos algébricos geralmente definiem-se por pattern matching.

totalMinutos :: Hora -> Int
totalMinutos (AM h m) = h*60 + m
totalMinutos (PM h m) = (h+12)*60 + m
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Tipos Algébricos

Exemplo:  Um tipo de dados para representar as seguintes figuras geométricas.

! Am

a2 c2

data Figura = Rectangulo Float Float
Circulo Float
Triangulo Float Float

Calculo da area de uma figura:
area :: Figura -> Float
area (Rectangulo al a2) = al * a2

area (Circulo r) = pi * r"2
area (Triangulo cl c2) = c2 * cl / 2

Uma lista com figuras geométricas:
1fig = [(Rectangulo 5 3.2), (Circulo 5.7), (Triangulo 4 3)]

Note que é o facto de termos definido o tipo de dados Figura que nos permite construir
esta lista, uma vez que sé sao aceites listas homegéneas.
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Tipos Algébricos
As definigdes de tipos também podem ser recursivas.

Exemplo: O tipo dos numeros naturais pode ser definido por

data Nat = Zero | Suc Nat

O tipo Nat é definido a custa dos construtores Zero
Suc :

: Nat
e Nat -> Nat
isto e,

Zero é um valor do tipo Nat, e

se n é um valor do tipo Nat, (Suc n) é também um valor do tipo Nat.

A este género de tipo algébrico da-se o nome de tipo recursivo.

Exemplos: Zero S&0 nUmeros naturais.

Suc Zero
Suc (Suc Zero)

fromNatToInt :: Nat -> Int
fromNatToInt Zero = 0
fromNatToInt (Suc n) = 1 + (fromNatToInt n)

somaNat :: Nat -> Nat -> Nat
somaNat Zero n = n
somaNat (Suc n) m = Suc (somaNat n m)
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Tipos Algébricos

O tipo pré-definido [a] das listas & um outro exemplo de um tipo recursivo.
Exemplo: Poderiamos definir o tipo das listas, através da seguinte definigao:
data Lista a = Nil
| Cons a (Lista a)
O tipo (Lista a) é aqui definido a custa dos contrutores
Nil :: Lista a

i
Cons :: a -> Lista a -> Lista a

Alista [3, 7, 1] seria representada pela expressao

Cons 3 (Cons 7 (Cons 1 Nil))

(Lista a) € um exemplo de um tipo polimoérfico.

Lista esta parameterizada com uma variavel de tipo a, que podera ser substituida por
um tipo qualquer. (E neste sentido que se diz que Lista é um construtor de tipos.)

Exemplo: . .
comprimento :: Lista a -> Int

comprimento Nil = 0
comprimento (Cons _ xs) = 1 + comprimento xs
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Expressdoes Ccase

O Haskell tem ainda uma forma construir expressdes que permite fazer analise de casos
sobre a estrutura dos valores de um tipo. Essas expressdes tém a forma:

de um dado tipo T de valores do tipo T

case expressdo of padrdo -> expressdo — 1
todas de um

~ ~ mesmo tipo
padrao -> expressdo P

Exemplos:

fria :: Cor -> Bool
fria ¢ = case ¢ of Azul -> True
Verde -> True
-> False

comprimento :: Lista a -> Int
comprimento 1 = case 1 of
Nil -> 0

(Cons _ xs) -> 1 + comprimento xs
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Expressoes Case

Exemplos:
par :: Nat -> Bool
par n = case n of
Zero -> True
(Suc (Suc x)) -> par x
-> False

takeWhile :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
takeWhile p 1 = case 1 of
[1] => [1]

(x:xs) -> if (p x) then x : (takeWhile p xs)
else []
Exercicios:

« Defina duas versdes da fungéo impar (com e sem expressdes case).

« Defina uma outra verséo da fungéo takeWhile utilizando varias equagdes.

Nota: As expressdes if-then-else sd0 equivalentes a andlise de casos no tipo Bool.

if e then el . ivalent case e of True -> el
else e2 e equivalente a False -> e2
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A construcéo de tipos algébricos da a linguagem Haskell um enorme poder expressivo,
pois permite a implemetagao de:

« tipos enumerdos;

« co-produtos (unido disjunta de tipos);

« tipos recursivos;

« uma certa forma de encapsulamento de dados.

Além disso, os tipos algébricos:

(falaremos destes aspectos mais tarde) * podem ter uma apresentagao escrita propria

« podem ser declarados como instancias de classes

Nota: Se quiser experimentar os exemplos apresentados atras, sera melhor acrescentar
as declaragdes dos tipos algébricos a indicagdo: deriving Show , para que os
valores dos novos tipos possam ser escritos (no formato usual).

Exemplo: data Nat = Zero | Suc Nat

deriving Show
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O construtor de tipos Maybe

Um tipo algébrico importante, ja pré-definido no Prelude é o tipo polimérfico
data Maybe a = Nothing | Just a

que permite representar a parcialidade, podendo ser usado para lidar com situagdes de
excepgoes e erros.

Exemplos: o
divisao :: Integer -> Integer -> Maybe Integer

divisao x y y /= 0 = Just (x ~div’ y)
otherwise = Nothing

cabeca :: [a] -> Maybe a \

cabeca (x:xs) = Just x €m casos f’e exqepgéeso
cabeca [] = Nothing / resultado é Nothing

Func¢des que trabalham sobre um tipo t terdo que ser adaptadas para trabalhar com o tipo
Maybe t.

Exemplo:

soma (Just x) (Just y) = Just (x+ty)
soma _ _ = Nothing
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Exemplo: A seguinte fungdo que procura o nome associado a um dado ndmero de B,
numa tabela implementada como uma lista de pares.

type BI = Integer
type Nome = String

procura

:: BI -> [(BI,Nome)] -> Nome
procura n (( =

X,Y):Xys) n == x =Yy
otherwise = procura n xys
procura _ [] = error “Nao existe!”

A fungao procura termina em erro caso o Bl ndo exista na tabela.
Ou seja, procura € uma fungao parcial.

Podemos fotalizar a fungao de procura usando o tipo (Maybe Nome).

proc :: BI -> [(BI,Nome)] -> Maybe Nome
proc n ((X,y):xXys) n == x = Just y

otherwise = proc n xys
proc _ [] = Nothing

Desta forma, se o BI ndo existir na tabela a fungédo proc devolve Nothing e
nunca termina em erro. Ou seja, proc € uma fungao total.
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A fungéo proc sé consegue concluir que um dado Bl ndo ocorre na tabela, ao fim de
pesquisar toda a lista.

Esta concluséo poderia ser tirada mais cedo, se que a lista estivesse ordenada por BI.

Exemplo: Tendo a garantia de que a lista esta ordenada por ordem crescente de BI,
podemos definir a fungéo de procura da seguinte forma:

proc :: BI -> [(BI,Nome)] -> Maybe Nome

proc n ((X,y):xys) n > X = proc n Xys
n == x = Just y
n < x = Nothing

proc _ [] = Nothing

Nos casos de insucesso, esta versao de proc € bastante mais eficiente do que
a versao do slide anterior.

Exercicio: Compare o funcionamento das duas verstes da fungao proc para o
seguinte exemplo:

proc 3 [ (bi,”xxxxx"”) | bi <- [1,5..1000] ]

Arvores Binarias

Uma estrutura de dados muito util para organizar informagéo sao as arvores binarias.

O tipo polimorfico das arvores binarias pode ser definido pelo seguinte tipo recursivo:

data ArvBin a = Vazia
| Nodo a (ArvBin a) (ArvBin a)

Ou seja, uma arvore binaria: ou é vazia; ou € um nodo com um valor e duas sub-arvores.

@{ @E{
(Nodo 5 (Nodo 2 Vazia Vazia)

(Nodo 4 Vazia (Nodo 8 Vazia Vazia))
)

Exemplo: A arvore de valores inteiros:

é representada pela expressao

de tipo (ArvBin Int)
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} o ] , ; ) , Funcgodes sobre arvores binarias
As fungdes definidas sobre tipos de dados recursivos, sdo geralmente fungdes recursivas,
com padrdes de recursividade semelhantes aos dos tipos de dados. Exemplos:
Exemplo: somaL :: [Il(’)lt] -> Int gitﬁig ;;zlj-};vlélg a -> Integer
somal [] = -
somal (x:xs) = x + (somal xs) altura (Nodo _ e d) = 1 + max (altura e) (altura d)
somahA :: .Ar\_rBin Int -> Int mapAB :: (a -> b) -> ArvBin a -> ArvBin b
somaA Vazia = 0 . . mapAB f Vazia = Vazia
somaA (Nodo x esq dir) = x + (somaA esq) + (somaA dir) mapAB f (Nodo x e d) = Nodo (f x) (mapAB f e) (mapAB f d)
: : unzipAB :: ArvBin (a,b) -> (ArvBin a, ArvBin b)
Termmomgla unzipAB Vazia = (Vazia, Vazia)
unzipAB (Nodo (x,y) e d) = let (el,e2) = unzipAB e
O nodo A é a raiz da arvore (d1,d2) = unzipAB d
in (Nodo x el dl, Nodo e2 d2
m Os nodos B e C séo filhos (ou descendentes) de A ( ! Y )
O nodo C é paide D
® O caminho (path) de um nodo € a sequéncia de nodos da Exercicio: Defina as fungdes
razz“ee§sen°d°1 . . contaNodos :: ArvBin a -> Integer
@ A altura é o comprimento do caminho mais longo.
zipAB :: ArvBin a -> ArvBin b -> ArvBin (a,b)
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Travessias de arvores binarias

Para converter uma arvore binaria numa lista podemos usar diversas estratégias,
COMO por exempo:

Preorder: RED
Inorder: ERD
Postorder: EDR

R — visitar a raiz
E — atravessar a sub-arvore esquerda
D — atravessar a sub-arvore direita

preorder :: ArvBin a -> [a]
preorder Vazia = []
preorder (Node x e d) = [x] ++ (preorder e) ++ (preorder d)

inorder :: ArvBin a -> [a]
inorder Vazia = []
inorder (Node x e d) = (inorder e) ++ [x] ++ (inorder d)

postorder :: ArvBin a -> [a]
postorder Vazia = []
postorder (Node x e d) = (postorder e) ++ (postorder d) ++ [x]

arv = (Nodo 5 (Nodo 7 (Nodo 3 Vazia Vazia)
(Nodo 2 (Nodo 10 Vazia Vazia) Vazia)

)
(Nodo 1 (Nodo 12 Vazia Vazia)

(Nodo 4 Vazia (Nodo 8 Vazia Vazia))
)

®/% preorder arv = [5,7,3,2,10,1,12,4,8]
@{ @
(19 ©

inorder arv = [3,7,10,2,5,12,1,4,8]

postorder arv = [3,10,2,7,12,8,4,1,5]
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Arvores Binarias de Procura Exemplo:  Acrescentar um elemento a arvore binaria de procura.
Uma‘a[vore binaria diz-se de procura, se é vazia, ou se verifica todas as seguintes insABProc x Vazia = (Nodo x Vazia Vazia)
condigbes: insABProc x (Nodo y e d )
. a raiz da arvore é maior do que todos os elementos da sub-arvore esquerda; X <y = Nodo y (insABProc x e) d
iz da 4 . d d | d b-a direita: y < X = Nodo y e (insABProc x d)
« araiz da arvore € menor do que todos os elementos da sub-arvore direita; X ==y =Nodo y e d
« ambas as sub-arvores séo arvores binarias de procura.
Exemplo: O seguinte predicado para testar se uma dada arvore binaria é de procura, Note que os elementos repetidos néo estéo a ser acrescentados a arvore de procura.
esta errado. Porqué? Faca as correcgdes necessarias. . = . - .
O que alteraria para, relaxando a nogéo de arvore binaria de procura, aceitar
arvBinProcura Vazia = True elementos repetidos na arvore ?
arvBinProcura (Nodo x e d) =
(x > maximum (preorder e)) && (x < minimum (preorder d)) Exercicio: Qual é a funcio de t . licad . binaria d
§& (arvBinProcura e) &s (arvBinProcura d) : Qual é a fungao de travessia que aplicada a uma arvore binaria de procura
retorna uma lista ordenada com os elementos da arvore ?
Exemplo: A arvore seguinte é uma (8 O formato da arvore depende da ordem pela qual os elementos vao sendo inseridos.
arvore binaria de procura.
@ Exercicio: Desenhe as arvores resultantes das seguintes sequéncias de insergdo
numa arvore inicialmente vazia.
. a) 7,4,9,6,1,8,5
Qual é o termo que a representa ? T !
) P b) 1,4,5,6,7,8,9
@) c) 6,4,1,8,9,57
Gé 9 Exercicio: Defina uma fung&o que recebe uma lista e constoi uma arvore binaria de
procura com os elementos da lista.
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Arvores Balanceadas

Uma arvore binaria diz-se balanceada (ou, equilibrada) se é vazia, ou se verifica as
seguintes condicdes:

« as alturas da sub-arvores esquerda e direita diferem no maximo em uma unidade;
. ambas as sub-arvores s&o arvores balancedas.

Exemplo: Predicado para testar se uma dada arvore binaria é balanceada.

balanceada Vazia = True
balanceada (Nodo _ e d) = (abs ((altura e)-(altura d))) <=1
&& (balanceada e) && (balanceada d)

Exemplos:
Balanceadas: gg ?
@)
(@)
N&o balanceadas: i Ob\% g
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As arvores binarias de procura sio estruturas de dados que possibilitam
pesquisas potencialmente mais eficientes da informagéo, do que as
pesquisas em listas.

Exemplo:

A tabela de associac¢des Bl — Nome, pode ser guardada numa arvore binaria
de procura com o tipo ArvBin (BI,Nome).

A funcgdo de pesquisa nesta arvores binaria de procura organizada por Bl
pode ser definida por

pesquisaABProc :: BI -> ArvBin (BI,Nome) -> Maybe Nome
pesquisaABProc n Vazia = Nothing
pesquisaABProc n (Nodo (x,y) e d)

n == x = Just y
n < x = pesquisaABProc n e
n > x = pesquisaABProc n d
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Chama-se chave ao componente de informacgdo que é unico para cada entidade.
Por exemplo: o n° de Bl é chave para cada cidadao; n° de aluno é chave para
cada estudante universitario; n° de contribuinte é chave para cada empresa.

Uma medida da eficiéncia de uma pesquisa € o nimero de comparagdes de
chaves que sao feitas até que se encontre o elemento a pesquisar. E claro que
isso depende da posigdo da chave na estrutura de dados.

O numero de comparagdes de chaves numa pesquisa:

« numa lista, € no maximo igual ao comprimento da lista;
« numa arvore binaria de procura, € no maximo igual a altura da arvore.

Assim, a pesquisa em arvores binarias de procura sdo especialmente mais
eficientes se as arvores forem balanceadas.

Porqué ?

1M1

Existem algoritmos de insergdo que mantém o equilibrio das arvores (mas nao serao
apresentados nesta disciplina).

Exemplo: A partir de uma lista ordenada por ordem crescente de chaves podemos
construir uma arvore binaria de procura balanceada, através da funcéo

constroiArvBal [] = Vazia
constroiArvBal xs = Nodo x (constroiArvBal xsl) (constroiArvBal xs2)

where
k = (length xs) “div™ 2
xsl = take k xs
(x:xs2) = drop k xs
Exercicios:

« Defina uma fungéo que dada uma arvore binaria de procura, devolve o seu valor minimo.

. Defina uma fungao que dada uma arvore binaria de procura, devolve o seu valor maximo.

. Como podera ser feita a remogao de um nodo de uma arvore binaria de procura, de
modo a que a arvore resultante continue a ser de procura ?
Defina uma fungédo que implemente a estratégia que indicou.
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Outras Arvores

Arvores Irregulares
(finitely branching trees)

(5)
P, ® A
9 @ 9 @ E Srteap?enslgﬁaczfat;)pecl)o(tgfrr?g e
@ © @ 15 (9

Node 5 [ Node 4 [ Node
Node

data Tree a = Node a [Tree a]

[Node 17 [1],
[1, Node 7 []

N W

1,
Node 10 [],
Node 1 [ Node 8 [ Node 0 [], Node 20 [],
Node 15 [], ©Node 39 []

1.

Node 12 []
]

113

Outras Arvores
Full Trees Arvores com nés (intermédios) do tipo a e folhas do tipo b.

data ABin a b = Folha b
| No a (ABin a b) (ABin a b)

(8
(3) )
Esta arvore do tipo (ABin Int Char) \
é representada pelo termo: 9 @ 0
o & ®

(No 5 (No 3 (No 8 (Folha 's') (Folha 'g'))
(Folha 'a')
)

(No 2 (Folha 'r')
(No 7 (Folha 'w') (Folha 'p'))
)
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“Records”

Numa declaragao de um tipo algébrico, os construtores podem ser declarados associando a
cada um dos seus parametros um nome (uma etiqueta).

Exemplo:
data PontoC = Pt {xx :: Float, yy :: Float, cor :: Cor}

desta forma, para além do construtor de dados

Pt :: Float -> Float -> Cor -> PontoC

também ficam definidos os nome dos campos xx :: PontoC -> Float
XX, yy e cor, e 3 selectores com 0 mesmo nome: yy :: PontoC -> Float
cor :: PontoC -> Cor

Os valores do novo tipo PontoC podem ser construidos da forma usual, por aplicagdo do
construtor aos seus argumentos.

pl = (Pt 3.2 5.5 Azul) ::PontoC

Além disso, o nome dos campos podem agora também ser usados na construgao
de valores do novo tipo.

Pt {xx=3.1, yy=8.0, cor=Vermelho} :: PontoC
Pt {cor=Verde, yy=2.2, xx=7.1} :: PontoC

p2
p3
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“Records”

(Pt 3.2 5.5 Azul)
Note que ¢ Pt {xx=3.2, yy=5.5, cor=Azul} s80 exactamente o mesmo valor.
Pt {yy=5.5, cor=Azul, xx=3.2}

Aos tipos com um unico construtor e com os campos etiquetados da-se o nome de records.

Os padrdes podem também usar o nome dos campos (todos ou alguns, por qualquer ordem).

Exemplo: Trés versdes equivalentes da fungdo que calcula a distancia de um ponto
a origem.

distO :: PontoC -> Float
distO p = sgrt ((xx p)"2 * (yy p)"2)

distO' :: PontoC -> Float
distO0' Pt {xx=x, yy=y} = sqgrt (x"2 * y"2)

distO0'' :: PontoC -> Float
distO'' (Pt x y c) = sqgrt (x"2 * y"2)
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“Records”

Sendo p um valor do tipo PontoC, p {xx=0} é um novo valor com o campo xx=0 e
os restantes campos com o valor que tinham em p.

Exemplos:
pl {cor = Amarelo} = Pt {xx=3.2, yy=5.5, cor=Amarelo)
p3 {xx=0, yy=0} = Pt {xx=0, yy=0, cor=Verde}

simetrico :: PontoC -> PontoC
simetrico p = p {Xx=(yy P), Yy=(xx p)}

E possivel ter campos etiquetados em tipos com mais de um construtor.
Um campo néo pode aparecer em mais do que um tipo, mas dentro de um tipo pode
aparecer associado a mais de um construtor, desde que tenha o0 mesmo tipo.

Exemplo:
nt, r :: Float }

data EX = C1 { s I
s Int, w :: String }

c2 {

B
.o
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Polimorfismo paramétrico

Com ja vimos, o sistema de tipos do Haskell incorpora tipos polimorficos, isto &, tipos com
variaveis (quantificadas universalmente, de forma implicita).

Exemplos:
Para qualquer tipo a, [a] € o tipo das listas com elementos do tipo a.
Para qualquer tipo a, (ArvBin a) é o tipo das arvores binarias com nodos do tipo a.

As variaveis de tipo podem ser vistas como pardmetros (dos constructores de tipos) que
podem ser substituidos por tipos concretos. Esta forma de polimorfismo tem o nome de
polimorfismo paramétrico.

Exemplo:
length :: [a] -> Int length [5.6,7.1,2.0,3.8] 4
length [] = length ['a','b','c'] = 3
length (_:xs) = 1 + (length xs) length [(3,True),(7,False)] => 2

Prelude> :t length
length :: forall a. [a] -> Int

O tipo [a]->Int n3o é mais do que uma abreviaturade Va.[a]->Int

“para todo o tipo a, [a]->Int é o tipo das fungbes com dominio em [a] e
contradominio Int”.
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Polimorfismo ad hoc (sobrecarga)

O Haskell incorpora ainda uma outra forma de polimorfismo que é a sobrecarga de fungées.
Um mesmo identificador de fungédo pode ser usado para designar fungdes computacionalmente
distintas. A esta caracterista também se chama polimorfismo ad hoc.

Exemplos:
O operador (+) tem sido usado para somar, tanto valores inteiros como valores decimais.
O operador (==) pode ser usado para comparar inteiros, caracteres, listas de inteiros,
strings, booleanos, ...
Afinal, qual é o tipo de (+) ? E de (==)?

nao serve, pois sao tipos demasiado genéricos !

Asugestdo (+) :: a -> a -> a
(==) :: a -=> a -> Bool

Faria com que fossem aceites espressdées como, por exemplo:

(‘a'+'b'") , (True + False) , (“esta” + “errado”) ou (div == mod),

e estas expressoes resultariam em erro, pois estas operagdes ndo estao preparadas para
trabalhar com valores destes tipos.

Em Haskell esta situagéo é resolvidas através de tipos qualificados (qualified types),
fazendo uso da nogdo de classe.
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Tipos qualificados
Conceptualmente, um tipo qualificado pode ser visto como um tipo polimoérfico sé que,

em vez da quantificagdo universal da forma “para todo o tipo a, ...” vai-se poder dizer
“para todo o tipo a que pertence a classe C, ...” . Uma classe pode ser vista como um

conjunto de tipos.

Exemplo:

Sendo Num uma classe (a classe dos niimeros) que tem como elementos os tipos:
Int, Integer, Float, Double, ..., pode-se dar a (+) o tipo preciso de:

VacNum.a->a->a
o que em Haskell se vai escrever: (+) :: Num a => a -> a -> a
e lé-se: “para todo o tipo a que pertence a classe Num, (+) tem tipo a->a->a”.

Uma classe surge assim como uma forma de classificar tipos (quanto as funcionalidades que
Ihe estéo associadas). Neste sentido as classes podem ser vistas como os tipos dos tipos.

Os tipos que pertencem a uma classe também serdo chamados de instancias da classe.

A capacidade de qualificar tipos polimérficos € uma caracteristica inovadora do Haskell.
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Classes & Instancias

Uma classe estabelece um conjunto de assinaturas de fungdes (os métodos da classe).
Os tipos que sao declarados como instancias dessa classe tém que ter definidas essas
fungoes.

Exemplo: A seguinte declaragao (simplificada) da classe Num

class Num a where
(+) :: a -> a -> a
(*) 22 a -=> a -> a

impde gque todo o tipo a da classe Num tenha que ter as operagdes (+) e (*) definidas.

Para declarar Int e Float como elementos da classe Num, tem que se fazer as seguintes
declaragées de instancia

instance Num Int where instance Num Float where
(+) = primPlusInt (+) primPlusFloat
(*) = primMulInt (*) primMulFloat

Neste caso as fungdes primPlusint, primMulint, primPlusFloat e primMulFloat
séo fungdes primitivas da linguagem.

“primPlusInt” y
X "~ primPlusFloat™ y

Se x::Int e y::Int entdo x +y =
Se x::Float e y::Float entdo x + y

n

Tipo principal

O tipo principal de uma express&o ou de uma fungao € o tipo mais geral que Ihe é
possivel associar, de forma a que todas as possiveis instancias desse tipo constituam
ainda tipos validos para a expressao ou fungao.

Qualquer expressao ou fungao valida tem um tipo principal dnico. O Haskell infere sempre
o tipo principal das expressodes ou fungdes, mas € sempre possivel associar tipos mais
especificos (que sdo instancia do tipo principal).

Exemplo: O tipo principal inferido pelo haskell para o operador (+) é

(+) 22 Num a => a -> a -> a

Mas, (+) :: Int -> Int -> Int sdo também tipos validos dado que tanto Int
(+) :: Float -> Float -> Float como Float sdo instancias da classe Num,e
portando podem substituir a variavel a.

Note que Num a n&do é um tipo, mas antes uma restricdo sobre um tipo. Diz-se que (Num a)
€ o contexto para o tipo apresentado.

Exemplo: O tipo principal da fungéo sum é

sum [] = 0
sum (X:xXs) = X + sum Xs sum :: Num a => [a] -> a

« sum:[a]->a seria um tipo demasiado geral. Porqué ?
« Qual sera o tipo principal da fungdo product ?
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Definigoes por defeito Exemplos de insténcias de Eq
Relembre a defini¢do da fungao pré-definida elem: O tipo Cor é uma instancia da classe Eq  instance Eq Cor where
com (==) definido como se segue: Azul == Azul = True
elem x [] = False Qual i tino 2 Verde == Verde = True
2len = (eE]) = (=) ||| elen v e O método (/=) esta definido por defeito Amarelo == amarelo = True
’ Vermelho == Vermelho = True
\ 3 ) . n == = False
E necessario que (==) esteja definido para o
tipo dos elementos da lista.
. e . . . - . ==) de Nat
Existe pré-definida a classe Eq, dos tipos para os quais existe uma operacéo de igualdade.
Otipo.NatAtar‘nbe’m pode ser declarado instance Eq Nat where
class Eq a where como instancia da classe Eq: (Suc n) == (Suc m) = n == m
(==) :: a -> a -> Bool Zero == Zero = True
(/=) :: a => a -> Bool == = False
-— Minimal complete definition: (==) or (/=) - -
X ==y = not (X /=y)
X /=y = not (x ==y) O tipo PontoC com instancia de Eq: (==) de Float
instance Eq PontoC where
Esta classe establece as fungdes (==) e (/=) e, para além disso, fornece também (Pt x1 yl cl) == (Pt x2 y2 c2) = (x1l==x2) && (yl==y2)
definicoes por defeito para estes métodos (default methods). && (cl==c2)
Caso a definigdo de uma fungao seja omitida numa declaragédo de instancia, o sistema (==) de Cor
assume a definigdo por defeito feita na classe. Se existir uma nova definigdo do método
na declaragdo de instancia, sera essa definicdo a ser usada. Nota: (==) & uma fung&o recursiva em Nat, mas nao em PontoC.
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Instancias com restricoes
Relembre a definicao das arvores binarias.

data ArvBin a = Vazia
| Nodo a (ArvBin a) (ArvBin a)

Como poderemos fazer o teste de igualdade para arvores binarias ?

Duas arvores sao iguais se tiverem a mesma estrutura (a mesma forma) e se os valores
que estao nos nodos também forem iguais.

Portanto, para fazer o teste de igualdade em (ArvBin a), necessariamente, tem que se
saber como testar a igualdade entre os valores que estdo nos nodos, i.e., em a.

S6 poderemos declarar (ArvBin a) como instancia da classe Eq se a for também
uma instancia da classe Eq.

Este tipo de restricao pode ser colocado na declaragéo de instancia, fazendo:

instance (Eq a) => Eq (ArvBin a) where

Instancias derivadas de Eq

O testes de igualdade definidos até aqui implementam a igualdade estrutural (dois valores
sé&o iguais quando resultam do mesmo construtor aplicado a argumentos também iguais).

Quando assim é pode-se evitar a declaracédo de instancia se na declaragéo do tipo for
acrescentada a instru¢éo deriving Eq.

Exemplos: Com esta declaragbes, o Haskell deriva automaticamente declaracdes de
instancia de Eq (iguais as que foram feitas) para estes tipos.

data Cor = Azul | Amarelo | Verde | Vermelho
deriving Eq

data Nat = Zero | Suc Nat
deriving Eq

data PontoC = Pt {xx :: Float, yy :: Float, cor :: Cor}
deriving Eq

Vazia == Vazia = True
(Nodo x1 el dl) == (Nodo x2 e2 d2) = (xl==x2) && (eliieZ) s AeviEdn 6 = Vesda
&& (dl==d2) , .
= - Nodo a (ArvBin a) (ArvBin a)
== = False Qesd
- — deriving Eq
== ==) de (ArvBin a
(F=)dea (=) de (AnBina)
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Mas, nem sempre a igualdade estrutural é a desejada. Exercicios:
Exemplo: Relembre o tipo de dados Figura: . Considere a seguinte definicdo de tipo, data Time = Am Int Int
para representar horas nos dois formatos Pm Int Int
data Figura = Rectangulo Float Float usuais. e
‘ Circulo Float a1|:| _~ c1
Triangulo Float Float a2 c2 Declare Time como instancia da classe Eq de forma a que (==) teste se dois
valores representam a mesma hora do dia, independentemente do seu formato.
Neste caso queremos que duas figuras sejam consideradas iguais ainda que a ordem pela . . ) .
qual os valores s3o passados possa ser diferente. - Qual o tipo principal da seguinte fung&o:
instance Eq Figura where LT s ({37 R ﬁt}/;w)j{se : éggtug X yzs
(Rectangulo x1 yl) == (Rectangulo x2 y2) = lookup _ [] = Nothing
((x1==x2) && (yl==y2)) || ((x1==y2)) && (x2==yl))
(Circulo rl) == (Circulo r2) = rl==r2
(Triangulo x1 yl) == (Triangulo x2 y2) = « Considere a seguinte declaragdo:  type aAssoc a b = [(a,b)]
((x1==x2) && (yl==y2)) || ((x1==y2)) && (x2==yl))
Sera que podemos declarar (Assoc a b) como instancia da classe Eq ?
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Heranca

O sistema de classes do Haskell também suporta a no¢do de heranca.

Exemplo: Podemos definir a classe Ord como uma extenséo da classe Eq.
-- isto € uma simplificacédo da classe Ord ja pré-definida
class (Eq a) => Ord a where

(<), (<=), (>=), (>) :: a -=> a -> Bool

max, min :: a ->a ->a

A classe Ord herda todos os métodos de Eq e, além disso, establece um conjunto de
operagdes de comparagao e as fungdes maximo e minimo.

Diz-se que Eq é uma superclasse de Ord, ou que Ord é uma subclasse de Eq.

Todo o tipo que é instancia de Ord tem necessariamente que ser instancia de Eq.

Exemplo:
estaABProc :: Ord a => a -> ArvBin a -> Bool
estaABProc _ Vazia = False
estaABProc x (Nodo y e d) x <y estaABProc x e
X >y estaABProc x d
X ==y True

/

Arestricdo (Eq a) ndo é necessaria. Porqué ?
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Herang¢a multipla

O sistema de classes do Haskell também suporta heranga multipla. Isto €, uma classe
pode ter mais do que uma superclasse.

Exemplo: A classe Real, ja pré-definida, tem a seguinte declaragéao

class (Num a, Ord a) => Real a where
toRational :: a -> Rational

A classe Real herda todos os métodos da classe Num e da classe Ord e establece mais
uma fungéo.

NOTA: Na declaragdo dos tipos dos métodos de uma classe, é possivel colocar restricdes
as variaveis de tipo, excepto a variavel de tipo da classe que esta a ser definida.

Exemplo:

class C a where
Eq b => (b,b) -=> a > a
Ord b =>a ->b -> b -> a

ml ::
m2 ::
O método m1 impde que b pertenga a classe Eq, e o método m2 impde que b pertenga a Ord.

Restricdes a variavel @, se forem necessarias, terdo que ser feitas no contexto da classe, e

nunca ao nivel dos métodos.
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A classe Ord

data Ordering = LT | EQ | GT
deriving (Eq, Ord, Ix, Enum, Read, Show, Bounded)

class (Eq a) => Ord a where

compare t: a -> a -> Ordering
(<)r (=), (>=), (>) :: a -> a -> Bool
max, min :: a ->a -> a

—- Minimal complete definition: (<=) or compare
-- using compare can be more efficient for complex types

compare X y X==y = EQ
x<=y = LT
otherwise = GT
X <=y = compare X y /= GT
Xx < y = compare X y == LT
X >=y = compare x y /= LT
X >y = compare X y == GT
max x y X <=y =y
otherwise = x
min x y X <=y = x
otherwise =y
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Exemplos de instancias de Ord

Exemplo: instance Ord Nat where
compare (Suc _) Zero = GT
compare Zero (Suc _) = LT
compare Zero Zero = EQ

m

compare (Suc n) (Suc m) = compare n m

Instancias da classe Ord podem ser derivadas automaticamente. Neste caso, a relagao
de ordem é establecida com base na ordem em que os construtores sdo apresentados e
na relagéo de ordem entre os parametros dos construtores.

Exemplo:
emplo data AB a = V | NO a (AB a) (AB a)

deriving (Eq,Ord)

>V < arl

True

> arl < ar2

True

> (NO 4 arl ar2) < (NO 5 ar2 arl)
, . - True

Sera que poderiamos né&o > (NO 4 arl ar2) < (NO 3 ar2 arl)
derivar Eq ? False

> (NO 4 arl ar2) < (NO 4 ar2 arl)
True

arl
ar2

[
z 2z

O O
[Ny
<<
<<
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As restricdes as variaveis de tipo que sdo impostas pelo contexto, propagam-se
ao logo do processo de inferéncia de tipos do Haskell.

Exemplo: Relembre a definigdo da fungao quicksort.

parte :: (Ord a) => a -> [a] -> ([a],[a])
parte _ [] = ([],[1])
parte x (y:ys) y < x = (y:as,bs)
otherwise = (as,y:bs)
where (as,bs) = parte x ys

quicksort :: (Ord a) => [a] -> [a]
quicksort [] = []
quicksort (x:xs) = let (11,12) = parte x xs
in (quicksort 1l1)++[x]++(quicksort 12)

Note como o contexto (Ord a) do tipo da fungéo parte se propaga para a
fungéo quicksort.
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A classe Show

A classe Show establece métodos para converter um valor de um tipo qualquer (que lhe
pertenga) numa string.

O interpretador Haskell usa o método show para apresentar o resultado dos seu célculos.

class Show a where
show :: a -> String
showsPrec :: Int -> a -> ShowS
showList : [a] -> ShowS

-— Minimal complete definition: show or showsPrec
show x showsPrec 0 x ""
showsPrec _ x s show x ++ s
showList [] showString "[]"
showList (x:xs) showChar '[' . shows x . showl xs
where showl [] = showChar ']'
showl (x:xs) = showChar ',' . shows x . showl xs

A fung&o showsPrec usa uma string

type ShowS = String -> String ' !
como acumulador. E muito eficiente.

how a => a -> ShowS

shows S
showsPrec 0

shows =
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Exemplos de instancias de Show

Exemplo:
natToInt :: Nat -> Int

natToInt Zero = 0
natToInt (Suc n) = 1 + (natToInt n)

instance Show Nat where > Suc (Suc Zero)
show n = show (natToInt n) 2

Instancias da classe Show podem ser derivadas automaticamente. Neste caso, o método
show produz uma string com o mesmo aspecto do valor que lhe é passado como argumento.

Exemplo: Se, em alternativa, tivessemos feito

data Nat = Zero | Suc Nat > Suc (Suc Zero)

deriving Show teriamos Suc (Suc Zero)
Exemplo:
instance Show Hora where
show (AM h m) = (show h) ++ ”:” ++ (show m) ++ ” am”
show (PM h m) = (show h) ++ ”:” ++ (show m) ++ ” pm”
> (AM 9 30) > (PM 1 35)
9:30 am 1:35 pm
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A classe Num

A classe Num esta no topo de uma hierarquia de classes (numéricas) desenhada para
controlar as operagbes que devem estar definidas sobre os diferentes tipos de numeros.

Os tipos Int, Integer, Float e Double, sao instancias desta classe.

=> Num a where
a->a ->a

class (Eq a, Show a)
(), (=), (¥)

negate : a->a
abs, signum : a->a
fromInteger : Integer -> a

—- Minimal complete definition: All, except negate or (-)
X -y X + negate y
negate x 0 - x

A fungao frominteger converte um Integer num valor do tipo Num a => a.

Prelude> :t 35 35 é na realidade (fromInteger 35)
35 :: Num a => a

Prelude> 35 + 2.1
37.1
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Exemplos de instancias de Num

Exemplo:
P instance Num Nat where

(+) somaNat Note que Nat ja pertence
(*) prodNat as classes Eq e Show.
(-) subtNat

fromInteger = delnteger

abs = id

signum = sinal

negate n = error "indefinido ...

"

prodNat :: Nat -> Nat -> Nat
prodNat Zero _ = Zero
prodNat (Suc n) m = somaNat m (prodNat n m)

subtNat :: Nat -> Nat -> Nat

subtNat n Zero n

subtNat (Suc n) (Suc m) subtNat n m

subtNat Zero _ error "indefinido ...

deInteger :: Integer -> Nat
deInteger 0 Zero
deInteger (n+l) Suc (deInteger n)

sinal :: Nat -> Nat
sinal Zero = Zero

pimel, (SEe ) Bue ZeEe deInteger _ error "indefinido ..."
somaNat :: Nat -> Nat -> Nat
somaNat Zero n =n

somaNat (Suc n) m = Suc (somaNat n m)
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tres = Suc (Suc (Suc Zero))
quatro = Suc tres
método da classe Num
somaNat

> tres + quatro
7

usa 0 método /
show \\\\\ > tres * quatro

12

método da classe Num

> tres + 10 prodNat
13

Nota: N3o é possivel derivar automaticamente instancias da classe Num.
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A classe Enum
A classe Enum establece um conjunto de operagdes que permitem sequéncias aritméticas.

class Enum a where

succ, pred s a -> a

toEnum :: Int -> a

fromEnum :: a —> Int

enumFrom :: a => [a] == [n..]
enumFromThen :: a ->a > [a] -- [n,m..]
enumFromTo t: a ->a -> [a] -- [n..m]
enumFromThenTo a ->a ->a -> [a] -- [n,n'..m]

—- Minimal complete definition: toEnum, fromEnum

succ = toEnum . (1+) . fromEnum

pred toEnum . subtract 1 . fromEnum

enumFrom X map toEnum [ fromEnum x ..

enumFromThen x y map toEnum [ fromEnum x, fromEnum y ..]

enumFromTo X y map toEnum [ fromEnum x .. fromEnum y ]
enumFromThenTo x y 2z map toEnum [ fromEnum x, fromEnum y .. fromEnum z ]

Entre as instancias desta classe contam-se os tipos: Int, Integer, Float, Char, Bool, ...

Exemplos:
P Prelude> [2,2.5 .. 4] Prelude> ['a'..'z']

[2.0,2.5,3.0,3.5,4.0] "abcdefghijklmnopqgrstuvwxyz"
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Exemplos de instancias de Enum

Exemplo: instance Enum Nat where

toEnum = intToNat
where intToNat :: Int -> Nat
intToNat 0 Zero
intToNat (n+1) Suc (intToNat n)

fromEnum = natToInt

> [Zero, tres .. (tres * tres)]
[0,3,6,9]

> [Zero .. tres]

[0,1,2,3]

> [(Suc Zero), tres ..]
r,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25, ...

E possivel derivar automaticamente instancias da classe Enum, apenas em tipos enumerados.

Exemplo:
data Cor = Azul | Amarelo | Verde | Vermelho

deriving (Enum,Show)

> [Azul .. Vermelho]
[Azul ,Amarelo,Verde,Vermelho]
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A classe Read

A classe Read establece fungdes que sédo usadas na conversdo de uma string num valor do
tipo de dados (instancia de Read).

class Read a where
readsPrec :: Int -> ReadS a
readList :: ReadS [a]

-- Minimal complete definition: readsPrec
readList S oo

read :: Read a => String -> a
read s = case [x | (X,t) <- reads s, ("","") <- lex t] of
[x] -> x
[l =-> error "Prelude.read: no parse"
-> error "Prelude.read: ambiguous parse"

type ReadS a = String -> [(a,String)]

Podemos definir instancias da classe Read que permitam fazer o parser do texto de acordo
com uma determinada sintaxe. (Mas isso ndo é tépico de estudo nesta disciplina.)

Instancias da classe Read podem ser derivadas automaticamente. Neste caso, a fungéo
read recebendo uma string que obedega as regras sintacticas de Haskell produz o valor do
tipo correspondente.

Exemplos:  gata Time = Am Int Int data Nat = Zero | Suc Nat

Pm Int Int deriving Read
Total Int Int
deriving (Show,Read)

> read "Am 8 30" :: Time E necessario indicar o tipo do

Am 8 30 . valor a produzir.
> read "(Total 17 15)" :: Time

Total 17 15

> read "Suc (Suc Zero)" :: Nat
2 Quase todos os tipos pré-definidos
pertencem a classe Read.

> read "[2,3,6,7]" :: [Int]

) . s [2,3,6,7]
reads :: Read a => ReadS a lex & um analisador léxico > ]’feéd,"[Zero, Suc Zero]" :: [Nat]
reads = readsPrec 0 definido no Prelude. [0,1]
Porqué ?
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Declaragao de tipos polimoérficos com restricdes nos parametros Hierarquia de classes pré-definidas do Haskell
Na declaracao de um tipo algébrico pode-se exigir que os parametros pertengcam a
determinadas classes.
Exemplo: data (Ord a) => STree a = Null
| Branch a (STree a) (STree a) @
delSTree x Null = Null
delSTree x (Branch y e Null) X ==y =e
delSTree x (Branch y Null d) x ==y =d
delSTree x (Branch y e d)
X <y = Branch y (delSTree x e) d enadlFe
X >y = Branch y e (delSTree x d)
x == y = let z = minSTree d
in Branch z e (delSTree z d) @
minSTree (Branch x Null ) = x
minSTree (Branch _ e ) = minSTree e
RealFloat
Na declaragao de tipos sindnimos também se podem impér restricdes de classes.
Read Bounded
Exemplo:
type TAssoc a b = (Eq a) => [(a,b)]
Prelude> :i Nome_da_Classe
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Classes de Construtores de Tipos

Relembre os tipos paraméticos (Maybe a), [a], (ArvBin a), (Tree a) ou (ABin a b).

Maybe, [ ], ArvBin, Tree e ABin, ndo séo tipos, mas podem ser vistos como operadores
sobre tipos — sdo construtores de tipos.

Exemplo: Maybe ndo é um tipo, mas (Maybe Int) € um tipo que resulta de aplicar o
construtor de tipos Maybe ao tipo Int.

Em Haskell é possivel definir classes de construtores de tipos. Um exemplo disso é a classe
Functor:

class Functor f where
fmap :: (a -=> b) -> (f a -> £ b)

Exemplos: Note que f n&o & um tipo.
faefb éque sdo tipos.
instance Functor [] where
fmap = map

instance Functor Maybe where Note que o que se esta a declarar como
fmap £ Nothing = Nothing instancia da classe Functor sdo

fmap £ (Just x) = Just (f X)  construtores de tipos.

instance Functor ArvBin where
fmap = mapAB

Definigao de novas classes

Para além da hierarquia de classes pré-definidas, o Haskell permite definir novas classes.

Exemplo:  Podemos definir a classe das ordens parciais da seguinte forma
class (Eq a) => OrdParcial a where
comp :: a -> a -> Maybe Ordering -- basta definir comp

1t, gt, eq :: a -> a -> Maybe Bool
1t x y = case (comp X y)

of { Nothing -> Nothing ; (Just LT) -> Just True ; _ -> Just False }
gt Xx y = case (comp X Yy)

of { Nothing -> Nothing ; (Just GT) -> Just True ; _ -> Just False }
eq X y = case (comp X Yy)

of { Nothing -> Nothing ; (Just EQ) -> Just True ; _ -> Just False }
maxi, mini :: a -> a -> Maybe a

maxi x y = case (comp x y) of
Nothing -> Nothing
Just GT -> Just x
_ -> Just y
mini x y = case (comp x y) of Nothing -> Nothing
Just LT -> Just x
-> Just y

Nota: Repare nos diversos modos de escrever expressoes case.
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Arelacao de inclusgo de conjuntos € um bom exemplo de uma relagéo de ordem parcial. A nogéo de funcgéo finita establece um conjunto de associagbes entre chaves e valores,
para um conjunto finito de chaves.
Exemplo: A nogéo de conjunto pode ser implementada pelo tipo . ~
Exemplo: Podemos agrupar numa classe de construtores de tipos as operegdes que
data (Eq a) => Conj a = C [a] deriving Show devem estar definidas sobre fungdes finitas.
E necessario que se consiga fazer o teste de pertenca. class FFinita ff where
val :: (Eq a) => a -> (ff a b) -> Maybe b
instance (Eq a) => OrdParcial (Conj a) where acr :: (Eq a) => (a,b) -> (ff a b) -> (ff a b)
comp (C u) (C v) = let pl = u “contido™ v def :: (Eq a) => a -> (ff a b) -> Bool
p2 = v “contido” u dom :: (Eq a) => (ff a b) -> [a]
in if pl && p2 then Just EQ else
if pl then Just LT else def x t = case (val x t) of
if p2 then Just GT Nothing -> False
else Nothing (Just _) -> True
where
contido :: (Eq a) => [a] -> [a] -> Bool
contido xs ys = all (\x-> elem X ys) Xs
Exemplo: Tapelas implementando listas de associagdes (chave,valor) podem ser
declaradas como instancia da classe FFinita.
> (C [2,1]) “gt> (C [7,1,5,2]) > (C [2,1,2,1]) “1t> (¢ [7,1,5,5,2]) data (Eq a) => Tab a b = Tab [(a,b)]
Just False Just True deriving Show
> (C [2,1,3]) "1t° (C¢ [7,1,5]) > (€ [3,3,5,1]) "eq” (C [5,1,5,3,1])
Nothing Just True . 3 .
E possivel usar o mesmo nome para o construtor de tipo e para o construtor de valores.
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instance FFinita Tab where
val x (Tab [1])
val x (Tab ((c,v):xXs))

Nothing
if x==c then Just v
else val x (Tab xs)

Tab [(x,¥)]

if x==c

then Tab ((x,y):t)

else let (Tab w) = acr (x,y) (Tab t)
in Tab ((c,V):w)

acr (x,y) (Tab [1)
acr (x,y) (Tab ((c,v):t))

dom (Tab t) = map fst t

Exercicio:

« Defina um tipo de dados polimérfico que implemente listas de associagdes em arvores
binarias e que possa ser instancia da classe FFinita.

. Declare o construtor do tipo que acabou de definir como instancia da classe FFinita.
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Monades

Na programacao funcional, conceito de ménade é usado para sintetizar a ideia de
computacao.

Uma computagao é vista como algo que se passa dentro de uma “caixa negra” e da qual
conseguimos apenas ver os resultados.

Em Haskell, o conceito de ménade esta definido como uma classe de construtores de tipos.

class Monad m where

return :: a -> m a

(>>=) ::ma-> (a->mb) ->mb -- “bind”
(>>) tt:ma->mb->mb -- “sequence”
fail :: String -> m a

-— Minimal complete definition: (>>=), return
p>4qg =p>=\_ ->g
fail s = error s

« O termo (return x) corresponde a uma computagéo nula que retorna o valor x.

« O operador (>>=) corresponde de alguma forma a composi¢do de computagoes.
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A classe Monad

class Monad m where

return :: a -> m a

(>>=) ::ma-> (a->mb) ->mb -— “bind”
(>>) tt:ma->mb ->mb -- “sequence”
fail :: String -> m a

-- Minimal complete definition: (>>=), return
p>qgq =p>=\_->g
fail s = error s

« O termo (return x) corresponde a uma computagéo nula que retorna o valor x.
return faz a transigao do mundo dos valores para o mundo das computagdes.

« O operador (>>=) corresponde de alguma forma a composigao de computagoes.

« O operador (>>) corresponde a uma composi¢do de computagdes em que o valor
devolvido pela primeira computagéo é ignorado.

t::ma significa que t € uma computagéo que retorna um valor do tipo a.
Ou seja, t € um valor do tipo a com um efeito adicional captado por m.

Este efeito pode ser: uma acgao de input/output, o tratamento de excepgdes,
uma acgao sobre o estado, etc.
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Input / Output
Como conciliar o principio de “computagao por calculo” com o input/output ?
Que tipos poderao ter as fungdes de input/output ?

Sera que fungdes para ler um caracter do tecado, ou escrever um caracter no écran,
podem ter os seguintes tipos ?

lerChar :: Char E uma constante ?

escreveChar :: Char -> () Como diferenciar da fungdo £ _ = () ?

Em Haskell, existe pré-definido o construtor de tipos 10, e € uma instancia
da classe Monad.

Os tipos acima sugeridos estéo errados. Essas fungdes estdo pré-definidas e tém os
seguintes tipos:

getChar é um valor do tipo Char que pode resultar

getChar :: IO Char " A
de alguma acgéo de input/output.

putChar é uma fungéo que recebe um caracter e

tChar :: Char -> IO 4
ES 0 executa alguma acgao de input/output, devolvendo ().
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O moénade 10

O ménade 10 agrupa os tipos de todas as computacdes onde existem acgdes de input/output.

return :: a -> I0 a € afungdo que recebe um argumento x, ndo faz qualquer
operacgao de |0, e retorna o mesmo valor x.

(>>=) :: I0 a -> (a -> I0 b) -> I0 b € o operador que recebe como

argumento um programa p, que faz alguma operagées de 10 e retorna um valor x, e uma
funcao f que “transporta” esse valor para a proxima sequéncia de operagdes de 10.

p>>=f ¢o programa que faz as operagdes de IO correspondentes a p seguidas das
operagdes de 10 correspondentes a f x (sendo x o valor devolvido por p), retornando o
resultado desta ultima computagéo.

Exemplo: As seguintes fungdes ja estéo pré-definidas.

putStr :: String -> I0 ()
putStr [] = return ()
putStr (x:xs) = (putChar x) >> (putStr xs)

getLine :: IO String
getLine = getChar >>= (\x-> if x=='\n'
then return []
else getLine >>= (\xs-> return (x:Xs))

O Haskell fornece uma construgao sintatica (do) para escrever de forma simplificada

A notagcao “do”

cadeias de operagbes moénadicas.

el >> e2 pode serescritocomo do { el; e2 }

el >>= (\x -> e2) pode ser escrito como

cl >>= (\xl-> c2 >>= (

Mais formalmente:

do e
do el; e2;...; en

do x <- el; e2;...; en

e2

ou do el
e2

do x <- el

\x2-> ... cn >>= (\xn-> return y) ...))

pode ser escrito como

@

do x1 <- cl

X2 <- c2
xn <- cn
return y

el >> do e2;...; en

el >>= \ x -> do e2;...; en

do let declaracébes; e2;...; en= let declaracbées in do e2;...; en
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A notagao “do Exemplos com IO
Exemplo: As fungdes pré-definidas putStr e getlLine, usando a notagéo “do”.
Exemplo:
putStr :: String -> IO ()
putStr [] = return () expTrig :: IO ()
putStr (x:xs) = do putChar x expTrig = do putStr "Indique um numero: "
putStr xs n <- getLine
let x = ((read n)::Double)
s = sin x
getLine :: IO String Cc = cos x
getLine = do x <- getChar putStr ("O seno de "++n++" e' "++(show s)++['.','\n'])
if x=='\n' then return [] putStr ("O coseno de "++n++" e' "++(show c)++".\n")
else do xs <- getLine
return (xX:xs)
Exemplo: Misturando “do” e “let”. > expTrig
Indique um numero: 2.5
test :: I0 () . O seno de 2.5 e' 0.5984721.
test = do x <- getLine 0 coseno de 2.5 e' -0.8011436.
let a = map toUpper x > test
b = map toLower x aETIou
putStr a AEIOU aeiou
putStr "\t" > .
putStr b > CEPIELG)
putStr "\n" Indique um numero: 3.4.5
O seno de 3.4.5 e' *** Exception: Prelude.read: no parse
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Exemplo:

Uma fungéo que recebe uma listas de questdes e vai recolhendo respostas para uma lista.

questionario :: [String] -> IO [String]
questionario [] = return []
questionario (g:gs) = do r <- dialogo g
rs <- questionario gs
return (r:rs)

dialogo :: String -> IO String
dialogo s = do putStr s
r <- getLine
return r

Ou, de forma equivalente:

dialogo' :: String -> IO String

Fungoes de 10 do Prelude

Para ler do standard input (por defeito, o teclado):

getChar
getLine

IO Char |& um caracter;
I0 String  |& uma string (até se primir enter).

Para escrever no standard ouput (por defeito, o écran):

putChar :: Char -> IO () escreve um caracter,

putStr :: String -> I0 () escreve uma string;

putStrLn :: String -> IO () escreve uma string e muda de linha;
print :: Show a => a -> I0 () equivalente a (putStrLn . show)

Para lidar com ficheiros de texto:

writeFile :: FilePath -> String -> IO () escreve uma string no ficheiro;
appendFile:: FilePath -> String -> IO () acrescenta no final do ficheiro;
readFile :: FilePath -> IO String I& o conteudo do ficheiro para

uma string.

type FilePath = String € o nome do ficheiro (pode incluir a path no file system).

dialogo' s = (putStr s) >> (getLine >>= (\r -> return r))
O moddulo 10 contém outras fungdes mais sofisticadas de manipulagéo de ficheiros.
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roots :: (Float,Float,Float) -> Maybe (Float,Float)
roots (a,b,c) O Prelude tem ja definida a fungdo readlO
d >= 0 = Just ((-b + (sgrt d))/(2*a), (-b - (sqrt d))/(2*a))
d < 0 = Nothing .
where d = b"2 - 4*a*c readIO :: Read a => String -> IO a equivalente a (return . read)
calcRoots :: IO () calcROOTS :: IO ()

calcRoots =
do putStrLn "Calculo das raizes do polimomio a x"2 + b x + c"
putStr "Indique o valor do ceoficiente a: "
a <- getLine
al <- return ((read a)::Float)
putStr "Indique o valor do ceoficiente b:
b <- getLine
bl <- return ((read b)::Float)
putStr "Indique o valor do ceoficiente c:
c <- getLine
cl <- return ((read c)::Float)
case (roots (al,bl,cl)) of
Nothing -> putStrLn "Nao ha' raizes reais."
(Just (rl,r2)) -> putStrLn ("As raizes sao "++(show rl)
++" e "++(show r2))
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calcROOTS =
do putStrLn "Calculo das raizes do polimomio a x"2 + b x + c"
putStr "Indique o valor do ceoficiente a: "
a <- getLine
al <- readlIO a
putStr "Indique o valor do ceoficiente b:
b <- getLine
bl <- readIO b
putStr "Indique o valor do ceoficiente c:
c <- getLine
cl <- readIO c
case (roots (al,bl,cl)) of
Nothing -> putStrLn "Nao ha' raizes reais"
(Just (rl,r2)) -> putStrLn ("As raizes sao "++(show rl)
++" e "++(show r2))

n
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Exemplo: type Notas = [ (Integer,String,Int,Int)]

texto = "1234\tPedro\t15\t17\nl1111\tAna\t16\t13\n"

leFich :: IO ()
leFich = do file <- dialogo "Qual o nome do ficheiro ?
s <- readFile file
let 1 = map words (lines s)
notas = geraNotas 1
print notas

geraNotas :: [[String]] -> Notas
geraNotas ([xX,y,z,w]:t) = let x1 (read x)::Integer

zl (read z)::Int

wl (read w)::Int
in (x1,y,zl,wl):(geraNotas t)

geraNotas _ = []

escFich :: Notas -> IO ()
escFich notas = do file <- dialogo "Qual o nome do ficheiro ?
writeFile file (geraStr notas)

geraStr :: Notas -> String
geraStr [] = ""
geraStr ((x,y,z,w):t) = (show x) ++ ('\t'

y) ++ ('\t':(show z)) ++
)) ++

("\t':(show w "\n" ++ (geraStr t)
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O ménade Maybe

A declaracéo do construtor de tipos Maybe como instancia da classe Monad é muito util
para trabalhar com computagdes parciais, pois permite fazer a propagagéo de erros.

instance Monad Maybe where

return x = Just x
(Just x) >>= £ = £ x

Nothing >>= = Nothing
fail _ = Nothing

Exemplo:
exemplo :: Int -> Int -> Int -> Maybe Int
exemplo a b ¢ = do x <- return a . .
y <- return b Podemos simplificar ?
z <- divide x y
w <- soma Cc z

return w

divide :: Int -> Int -> Maybe Int
divide _ 0 Nothing
divide x y Just (div x y)

soma :: Int -> Int -> Maybe Int
soma X y = Just (x+ty)
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Modulos

Um programa Haskell € uma colec¢do de modulos. A organizagdo de um programa
em modulos cumpre dois objectivos:

« criar componentes de software que podem ser usadas em diversos programas;

. dar ao programador algum control sobre os identificadores que podem ser usados.

Um médulo é uma declaragao “gigante” que obedece a seguinte sintaxe:

module Nome (entidades_a_exportar) where
declaragbes de importagbes de modulos

declaragbes de: tipos, classes, instancias, assinaturas, fungoes, ...
(por qualquer ordem)

Cada mddulo esta armazenado num ficheiro, geralmente com o mesmo nome do médulo,
mas isso nao é obrigatdrio.
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Na declaragao de um médulo:

pode-se indicar explicitamente o conjunto de tipos / construtores / fungdes / classes
que sao exportados (i.e., visiveis do exterior)

Aos varios items que sao exportados ou importados chamaremos entidades.
por defeito, se nada for indicado, todas as declaracgées feitas do médulo séo exportadas;

é possivel exportar um tipo algébrico com os seus construtores fazendo, por exemplo:
ArvBin(Vazia, Nodo), ou equivalentemente, ArvBin(..);

também é possivel exportar um tipo algébrico e ndo exportar os seus construtores, ou

exportar apenas alguns;

os métodos de classe podem ser exportados seguindo o estilo usado na exportagédo de
construtores, ou como fungdes comuns;

declaragdes de instancia sdo sempre exportadas e importadas, por defeito;

& possivel exportar entidades que nao estado directamente declaradas no moédulo, mas
que resultam de alguma importagao de outro médulo.

Qualquer entidade visivel no modulo é passivel de ser exportada por esse modulo.
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Na importagdo de um médulo por outro médulo: Um exemplo com médulos

. & possivel fazer a importagédo de todas as entidades exportadas pelo modulo fazendo Considere os modulos: Listas, Arvores, Tempo, Horas e Main, que pretendem
ilustrar as diferentes formas de exportar e importar entidades.
import Nome_do_mddulo

. € possivel indicar explicitamente as entidades que queremos importar, fazendo module Listas where
import Nome_do_modulo (entidades a importar) soma [] =0
soma (X:Xs) = X + (soma Xs)
. € possivel indicar selectivamente as entidades que ndo queremos importar (importa-se conta = length
tudo o que é exportado pelo outro médulo excepto o indicado)
nalista x [] = False
import Nome_do_médulo hiding (entidades a ndo importar) welalEe we (e = LE ssy Eien e
== else nalista x ys
. € possivel fazer com que as entidades importadas sejam referenciadas indicando o médulo mult = product
de onde provém como prefixo (seguido de '.") fazendo
cauda (_:Xs) = Xs
import qualified Nome_do_moddulo (entidades a importar)
(Pode ser util para evitar colisbes de nomes, pois é ilegal importar entidades diferentes que
tenham o mesmo nome. Mas se for o mesmo objecto que é importado de diferentes médulos,
néo héa colisdo. Uma entidade pode ser importada via diferentes caminhos sem que haja
conflitos de nomes.)
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module Tempo(Time, horas, minutos, meioDia, cauda) where

module Arvores(ArvBin(Vazia,Nodo), naArv, soma, mult) where . .
import Listas
data ArvBin a = Vazia
| Nodo a (ArvBin a) (ArvBin a)
deriving Show

data Time = Am Int Int
Pm Int Int
Total Int Int deriving Show

conta Vazia = 0
e

conta (Nodo _ hvalida (Total h m) 0<=h && h<24 && 0<=m && m<60

hvalida (Am h m) = 0<=h && h<12 && 0<=m && m<60
hvalida (Pm h m) = 0<=h && h<12 && 0<=m && m<60

d) =1 + (conta e) + (conta d)

soma Vazia = 0

soma (Nodo x e d) = x + (soma e) + (soma d) horas (Am h m) = h
6 horas (Pm h m) = h + 12

mult Vazia =1 _

mult (Nodo x e d) = x * (mult e) * (mult d) horas (Total hm) = h
naArv :: (Eq a) => a -> ArvBin a -> Bool m}nuzos (I;m g iy = m
nshry 'vasia - False T (T oy B
naArv x (Nodo y e d) xX==y = True ( )

otherwise = (naArv x e) || (naArv x d)

meioDia = (Total 12 00)

ex = cauda “experiencia”
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module Horas(Hora(..), Tempo(manha)) where

data Hora = AM Int Int
| PM Int Int

class Tempo a where
manha :: a -> Bool
tarde :: a -> Bool
tarde t = not (manha t)

instance Tempo Hora where
manha (AM _ ) True
manha (PM _ ) False

module Main where

import Arvores (ArvBin(..), soma, naArv)
import qualified Listas (soma, mult, conta)
import Tempo

import Horas

import Char hiding (toUpper, isDigit)

arvl = Nodo 5 (Nodo 3 Vazia (Nodo 4 Vazia Vazia))
(Nodo 2 (Nodo 1 Vazia Vazia) Vazia)

lisl = [1,2,3,4]

minTotal :: Time -> Int
minTotal t = (horas t)*60 + (minutos t)

testeC = cauda lisl
toUpper :: Num a => ArvBin a -> ArvBin a
toUpper Vazia = Vazia

toUpper (Nodo x e d) = Nodo (x*x) (toUpper e) (toUpper d)

test = map toLower "tesTAnDo"
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Apds carregar o médulo Main, analise o comportamento do interpretador. Compllagao de programas Haskell
. ; Para criar programas executaveis o compilador Haskell precisa de ter definido um
;“5431“> soma arvl ’{‘gagnz]tes'ﬁec maédulo Main com uma fungéo main que tem que ser de tipo 10 .
4 r
*Main> mult arvl *Main> hvValida meioDia ~ L . .
Variable not in scope: “mult' Variable not in scope: “hvalida' A fungdo main €o por’1to de entrada no programa, pois € ela que é invocada quando o
*Main> conta arvl programa compilado é executado.
Variable not in scope: “conta'
Ilgain> Listas.soma lisl *Main> isDigit 'e’ A compilagéo de um programa Haskelll, usando o Glasgow Ha\?ke/l Compiler, pode ser feita
Variable not in scope: “isDigit' executando na shell do sistema operativo o seguinte comando:

*Main> mult lisl
Variable not in scope: “mult'
*Main> Listas.mult lisl

*Main> isAlpha 'e
True

ghc -0 nome_do_executavel --make nome_do_ficheiro_do_maodulo_principal

24

*Main> toUpper arvl
Nodo 25 (Nodo 9 Vazia (Nodo 16 Vazia Vazia))
(Nodo 4 (Nodo 1 Vazia Vazia) Vazia)

*Main> test
"testando"

*Main> minTotal meioDia
720
*Main> minTotal (Am 9 30)
Data constructor not in scope: “Am'
*Main> manha (AM 9 30)
True
*Main> tarde (PM 17 15)
Variable not in scope: ~tarde'
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Exemplo: Usando o ultimo exemplo para testar a compilagdo de programas definidos
em varios médulos, podemos acrescentar ao modulo Main a declaragéo

main = putStrLn “OK”

Assumindo que este médulo esta guardado no ficheiro Main.hs podemos

fazer a compilagéo assim: .
ghc -o testar --make Main

Exemplo: Assumindo que o médulo do proximo slide esta no ficheiro roots.hs, podemos
gerar um executavel (chamado raizes) fazendo

ghc -o raizes --make roots
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module Main where

main :: IO ()
main = do calcRoots
putStrLn "Deseja continuar (s/n) ? "
X <- getLine
case (head x) of
's' -> main
'S' -> main
_  => putStrLn "\n FIM."
calcRoots :: IO ()
calcRoots = do putStrLn "Calculo das raizes do polimomio a x"2 + b x + c"
putStrLn "Indique o valor do ceoficiente a: "
al <- getLine >>= readIO
putStrLn "Indique o valor do ceoficiente b:
bl <- getLine >>= readIO
putStrLn "Indique o valor do ceoficiente c:
cl <- getLine >>= readIO
case (roots (al,bl,cl)) of
Nothing -> putStrLn "Nao ha' raizes reais"
(Just (rl,r2)) -> putStrLn ("As raizes do polinomio sao "++
(show rl)++" e "++(show r2))

roots :: (Float,Float,Float) -> Maybe (Float,Float)
roots (a,b,c)
d>= 0 Just ((-b + (sqrt d))/(2*a), (-b - (sqrt d))/(2*a))

d < 0 = Nothing
where d = b"2 - 4*a*c
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Tipos Abstractos de Dados

A quase totalidade dos tipos de dados que vimos até aqui séo tipos concretos de dados,
dado que se referem a uma estrutura de dados concreta fornecida pela linguagem.

Exemplos: data ArvBin a = Vazia
| Nodo a (ArvBin a) (ArvBin a)

type TB = [(Integer,String)]

(ArvBin a) e TB sao dois tipos concretos. Sabemos como séo constituidos os valores
destes tipos e podemos extrair informagéo ou construir novos valores, por manipulagéo
directa dos construtores de valores destes tipos.

Em contraste, os tipos abstractos de dados nZo estéo ligados a nenhuma
representagao particular. Em vez disso, eles sao definidos implicitamente através de um
conjunto de operagdes utilizadas para os manipular.

Exemplo:  Otipo (I0 a) é um tipo abstracto de dados. Ndo sabemos de que

forma sdo os valores deste tipo. Apenas conhecemos um conjunto
de fungbes para os manipular.
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Tipos Abstractos de Dados

As assinaturas das fungdes do tipo abstracto de dados e as suas especificagdes constituem
o interface do tipo abstracto de dados. Nem a estrutura interna do tipo abstracto de dados,
nem a implementagao destas fung¢des sao visiveis para o utilizador.

Dada a especificagdo de um tipo abstracto de dados, as operagdes que o definem poderao
ter diferentes implementag¢ées, dependendo da estrutura usada na representagao interna
de dados e dos algoritmos usados.

A utilizagdo de tipos abstractos de dados traz beneficios em termos de modularidade dos
programas. Alteragdes na implementagao das operagdes do tipo abstracto ndo afecta outras
partes do programa desde que as operagdes mantenham o seu tipo e a sua especificagdo.

Em Haskell, a construgao de tipos abstractos de dados é feita utilizando médulos.

O médulo onde se implementa o tipo abstracto de dados deve exportar apenas o nome
do tipo e 0 nome das operagdes que constituem o seu interface. A representagao do tipo
fica assim escondida dentro do médulo, ndo sendo visivel do seu exterior.

Deste modo, podemos mais tarde alterar a representagéo do tipo abstracto sem afectar os
programas que utilizam esse tipo abstracto.
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Stacks (pilhas)

Uma Stack é uma coleccdo homegénea de itens que implementa a nocéo de pilha,
de acordo com o seguinte interface:

push :: a -> Stack a -> Stack a coloca um item no topo da pilha
pop :: Stack a -> Stack a remove o item do topo da pilha
top :: Stack a -> a da o item que esta no topo da pilha
stackEmpty :: Stack a -> Bool testa se a pilha esta vazia

newStack :: Stack a cria uma pilha vazia

Os itens da stack sdo removidos de acordo com a estratégia LIFO (Last In First Out).

Exemplo:

newStack ___ push3 push7
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module Stack(Stack, push, pop, top, stackEmpty, newStack) where

push :: a -> Stack a -> Stack a
pop :: Stack a -> Stack a

top :: Stack a -> a

stackEmpty :: Stack a -> Bool
newStack :: Stack a

data Stack a = EmptyStk
| stk a (Stack a)

push x s = Stk x s

pop EmptyStk
pop (Stk _ s)

error "pop em stack vazia."
s

module Main where
import Stack

listTOstack

:: [a] -> Stack a
listTOstack [] = newStack
listTOstack (x:xs) = push x (listTOstack xs)

stackTOlist :: Stack a -> [a]

stackTOlist s
stackEmpty s
otherwise

[]
(top s):(stackTOlist (pop s))

. exl = push 2 (push 7 (push 3 newStack))
top EmptyStk = error "top em stack vazia." ex2 = push "abc" (push "xyz" newStack)
top (Stk x _) = x
newStack = EmptyStk
stackEmpty EmptyStk = True
stackEmpty _ = False E I
xemplos:
instance (Show a) => S?ow (Stack a) where *Main> listTOstack [1,2,3,4,5]
show (EmptyStk) = "# . 1|2|3]|4|5]|#
show (Stk x s) = (show x) ++ "|" ++ (show s) T —— *Main> stackTOlist ex2
2|7]3 4 ["al?c","xyz"] . '
*Main> ex2 *Main> stackTOlist (listTOstack [1,2,3,4,5])
"abc"|"xyz“|# [1,2,3,4,5]
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Queues (filas de espera)
Uma Queue é uma colecgdo homegénea de itens que implementa a nogéo de fila de espera,
module Stack(Stack, push, pop, top, stackEmpty, newStack) where de acordo com o seguhﬂeinteﬁace'
push :: a -> Stack a -> Stack a
BOD :: Stack a -> Stack a enqueue :: a -> Queue a -> Queue a i i i
S C8 Ghoek o o> @ q Q Q coloca um item no fim da fila de espera
stackEmpty :: Stack a -> Bool d .. . L X
el | 98 Sleelz & equeue :: Queue a -> Queue a remove o item do inicio da fila de espera
data Stack a = Stk [a] front :: Queue a -> a da o item que esta a frente na fila de espera
push x (Stk s) = Stk (x:s) X .
queueEmpty :: Queue a -> Bool testa se a fila de espera esta vazia
pop (Stk []) = error "pop em stack vazia."
pop (Stk (_:xs)) = Stk xs newQueue :: Queue a cria uma fila de espera vazia
top (Stk []) = error "top em stack vazia."
to; Stk (x: = X . ~ . L . .
2 (x:_)) Os itens da queue sédo removidos de acordo com a estratégia FIFO (First In First Out).
newStack = Stk []
Exemplo:
stackEmpty (Stk []) = True
stackEmpty _ = False newQueue enqueue 3 enqueue 7 - enqueue 4 3
instance (Show a) => Show (Stack a) where
show (Stk []) = "#"
show (Stk (x:xs)) = (show x) ++ "|" ++ (show (Stk xs)) enqueue 2 dequeue
dequeue - enqueue 5
179

180




module Queue(Queue, enqueue, dequeue, front, queueEmpty, newQueue) where

enqueue :: a -> Queue a -> Queue a

dequeue : Queue a -> Queue a

front :: Queue a -> a

queueEmpty :: Queue a -> Bool

newQueue :: Queue a

data Queue a = Q [a]

enqueue x (Q q) = Q (g++[X])

dequeue (Q (_:xs)) = Q Xs

dequeue _ = error "Fila de espera vazia."

front (Q (x:_))
front _

queueEmpty (Q []
queueEmpty _

newQueue = (Q []

instance (Show a

)

)
)

b'q
error "Fila de espera vazia."

True
False

=> Show (Queue a) where

module Main where

import Stack
import Queue

queueTOstack :: Queue a -> Stack a
queueTOstack g = gts g newStack
where gts g s
queueEmpty g
otherwise

s
gts (dequeue g) (push (front q) s)

stackTOqueue :: Stack a -> Queue a
stackTOqueue s = stqg s newQueue
where stqg s g
stackEmpty s

g9
stg (pop s) (enqueue (top s) q)

otherwise
invQueue :: Queue a -> Queue a
invQueue q = stackTOqueue (queueTOstack q)
invStack :: Stack a -> Stack a
invStack s = queueTOstack (stackTOqueue s)

show (Q []) = ". gl = enqueue 3 (enqueue 6 (enqueue 1 newQueue))
show (Q (x:xs)) = "<"++(show x)++(show (Q xs)) sl = push 2 (push 8 (push 9 newStack))
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Sets (conjuntos)
Um Set € uma colec¢cdo homegénea de itens que implementa a nogao de conjunto,
Exemplos: de acordo com o seguinte interface:

*Main> gl

<1<6<3.

*Main> queueTOstack gl
3|l6|1]|¢#

*Main> invQueue gl
<3<6<1.

*Main> sl

2|8|9]|#

*Main> stackTOqueue sl
<2<8<9.

*Main> invStack sl
9|8|2|#
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emptySet :: Set a cria um conjunto vazio

setEmpty :: Set a -> Bool testa se um conjunto é vazio

inSet :: (Eq a) => a -> Set a -> Bool testase um item pertence a um conjunto
addSet :: (Eq a) => a -> Set a -> Set a acrescenta um item a um conjunto

delSet :: (Eg a) => a -> Set a -> Set a remove um item de um conjunto

pickSet :: Set a -> a escolhe um item de um conjunto

E necessario testar a igualdade entre itens, por isso o tipo dos itens tem que pertencer
a classe Eq. Mas certas implementagdes do tipo Set podem requerer outras restricdes de
classe sobre o tipo dos itens.

E possivel establecer um interface mais rico para o tipo abstracto Set, por exemplo, incluindo
operagdes de unido, intersecgao ou diferenga de conjuntos, embora se consiga definir estas
operagdes a custa do interface actual.

A seguir apresentam-se duas implementagdes para o tipo abstracto Set.
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module Set(Set, emptySet, setEmpty, inSet, addSet, delSet) where

emptySet :: Set a

setEmpty :: Set a -> Bool

inSet :: (Eqg a) => a -> Set a -> Bool
addSet :: (Eq a) => a -> Set a -> Set a
delsSet :: (Eqg a) => a -> Set a -> Set a
pickSet :: Set a -> a

data Set a = S [a] -- listas com repetigdes

emptySet = S []

setEmpty (S []) = True

setEmpty _ = False

inSet _ (S [1) = False

inSet x (S (y:ys)) =y = True
otherwise = inSet x (S ys)

addSet x (S s) = S (x:s)
delSet x (S s) = S (delete x s)

delete x [] = []
delete x (y:ys) X ==y = delete x ys
otherwise = y:(delete x ys)

= error "Conjunto vazio"

pickSet (S [])
: bq

pickSet (S (x:_))
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module Set(Set, emptySet, setEmpty, inSet, addSet, delSet) where

emptySet :: Set a
setEmpty :

inSet 8

addset s
delsSet g

pickSet

data Set a = S [a]

emptySet = S []

Set a -> Bool

(Eq a) => a -> Set a -> Bool
(Eq a) => a -> Set a -> Set a
(Eq a) => a -> Set a -> Set a
Set a -> a

-- listas sem repetigodes

setEmpty (S []) = True
setEmpty _ = False
inSet _ (S [1]) = False
inSet x (S (y:ys)) X ==y = True
otherwise = inSet x (S ys)
addSet x (S s) (elem x s) = S s
otherwise = S (x:s)
delSet x (S s) = S (delete x s)
delete x [] = []
delete x (y:ys) X ==y = ys
otherwise = y:(delete x ys)
pickSet (S error "Conjunto vazio"

[1] =
pickSet (S (x: )) =

X
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Tables (tabelas)

(Table a b) é uma colecgéo de associagdes entre chaves do tipo a e valores do tipo b,
implementando assim uma fungao finita, com dominio em a e co-dominio em b, através de
uma determinada estrutura de dados.

O tipo abstracto tabela podera ter o seguinte
interface:

newTable :: Table a b
findTable :: (Ord a) => a -> Table a b -> Maybe b
updateTable :: (Ord a) => (a,b) -> Table a b -> Table a b

removeTable :: (Ord a) => a -> Table a b -> Table a b

Para permitirimplementacdes eficientes destas operacgdes, esta-se a exigir que o tipo das
chaves pertencga a classe Ord.

A seguir apresentam-se duas implementagdes distintas para o tipo abstracto tabela:

. usando uma lista de pares (chave,valor) ordenada por ordem crescente das chaves;

« usando uma arvore binaria de procura com pares (chave, valor) nos nodos da arvore.
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module Table(Table, newTable, findTable, updateTable, removeTable) where

newTable :: Table a
findTable :: (Ord a)
updateTable :: (Ord a)
removeTable :: (Ord a)

data Table a b = Tab [(
newTable = Tab []

findTable (Tab [

1
findTable X (Tab (( )

updateTable (x,z) (Tab
updateTable (x,z) (Tab
<
>

b

=> a -> Table a b -> Maybe b

=> (a,b) -> Table a b -> Table a b
=> a -> Table a b -> Table a b

a,b)] -- lista ordenada por ordem crescente

Nothing
icvs))

c = Nothing
= Just v

= findTable x (Tab cvs)

Tab [(x,2)]

):cvs))

Tab ((x,2):(c,Vv):cvs)

Tab ((c,z):cvs)

let (Tab t) = updateTable (x,z) (Tab cvs)
in Tab ((c,v):t)

{- -- continua -- -}
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{- -- continuagéo do slide anterior -- -}

removeTable _ (Tab []) = Tab []
removeTable x (Tab ((c,v):cvs))
X < c = Tab ((c,v):cvs)
X == c = Tab cvs
x > c = let (Tab t) = removeTable x (Tab cvs)

in Tab ((c,v):t)

instance (Show a,Show b) => Show (Table a b) where
show (Tab []) = ""
show (Tab ((c,v):cvs)) = (show c)++"\t"++(show v)++"\n"++(show (Tab cvs))

Evita-se derivar o método show de forma automatica, para nao revelar a implementagao
do tipo abstracto.
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module Table(Table, newTable, findTable, updateTable, removeTable) where

newTable :: Table a b

findTable :: (Ord a) => a -> Table a b -> Maybe b
updateTable :: (Ord a) => (a,b) -> Table a b -> Table a b
removeTable :: (Ord a) => a -> Table a b -> Table a b

-- Arvore binaria de procura
data Table a b = Empty

Node (a,b) (Table a b) (Table a b)
newTable = Empty

findTable _ Empty = Nothing
findTable x (Node (c,v) e d)

X < ¢ = findTable x e
X == ¢ = Just v
x > ¢ = findTable x d

updateTable (x,z) Empty = Node (x,z) Empty Empty
updateTable (x,z) (Node (c,v) e d)

X < ¢ = Node (c,v) (updateTable (x,z) e) d
X == ¢ = Node (c,z) e d
X > c = Node (c,v) e (updateTable (x,z) d)

{- -- continua -- -}
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{- -- continuagéo do slide anterior -- -}

removeTable Empty = Empty

removeTable X (Node (c, ) e Empty) =e
removeTable x (Node (c,_) Empty d) x =c¢c=4d
removeTable x (Node (c,v) e d)

X < ¢ = Node (c,v) (removeTable x e) d

X > ¢ = Node (c,v) e (removeTable x d)

x == ¢ = let (y,z) = minTable d

in Node (y,z) e (removeTable y d)

minTable :: Table a b -> (a,b)
minTable (Node (c,v) Empty _) = (c,V)
minTable (Node _ e _) = minTable e

instance (Show a,Show b) => Show (Table a b) where
show Empty = ""
show (Node (c,v) e d) = (show e)++(show c)++"\t"++(show v)++"\n"++(show d)
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module Main where

import Table

type Numero = Integer
type Nome = String
type Nota = Integer

pauta :: [(Numero,Nome,Nota)] -> Table Numero (Nome,Nota)
pauta [] = newTable

pauta ((x,y,z):Xyzs) = updateTable (x,(y,z)) (pauta xyzs)

info = [(1111],"Mario",14), (5555, "Helena",15), (3333,"Teresa",12),
(7777, "Pedro",15), (2222,"Rui",17), (9999, "Pedro",10)]

Exemplos: *Main> findTable 5555 (pauta info)
Just ("Helena",15)

*Main> findTable 8888 (pauta info)
Nothing

*Main> removeTable 9999 (pauta info)

*Main> pauta info
1111 ("Mario",14)

2222 ("Rui",17) 1111 ("Mario",14)
3333 ("Teresa",12) 2222 ("Rui",17)
5555 ("Helena",15) 3333 (!Teresa”,12)
7777 ("Pedro",15) B
9999 ("Pedro",10) 7777 ("Pedro",15)

Como estara a tabela implementada ? 192




