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Sucessido

Definicao:

Uma fungdo u : N — R diz-se uma sucessao real.

A regra de correspondéncia n — u(n) chamamos termo geral da sucess@o e
ao elemento u(n) chamamos termo de ordem n.

u: N — R

n — uln)=u,

Representamos a sucessdo u de uma das seguintes formas:

L] (ul,ug,...,un,,..)

o (un), oy

° (un)n simplesmente, se dai n3o advier confus3o.

Dada uma sucessdo, o seu contradominio designa-se por conjunto dos termos
da sucessao.
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Sucessido

Dizemos que uma sucess3o é definida por recorréncia se o termo de ordem n
da sucess3o for definido a custa de alguns dos n — 1 termos anteriores.

Exemplo:

Ul = \/5
Un+1 =V2+upn, VYVneN
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Primeiras defini¢des

Definicdo: Uma sucessdo (un)n diz-se:
e constante se u, = a, Vn € N, para algum a € R;

e limitada inferiormente ou minorada se

daeR: up >a,VneN;

e limitada superiormente ou majorada se
deR: u, <b, Vn €N;
e limitada se é, simultaneamente minorada e majorada, ou seja se

da,beR: a<u, <b Vn eN;

ou equivalentemente, se

IM €RT : |un| < M, Vn € N.
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Primeiras defini¢des

Definicdo: Uma sucessdo (un)n diz-se:

e crescente se
Un < Unt1, VN EN;

em particular, estritamente crescente se

Up < Un+1, VN € N;

e decrescente se
Unt+1 < Un, VN € N;

em particular, estritamente decrescente se

Unt+1 < Un, VN € N;

e monotona se é crescente ou decrescente.
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Convergéncia de sucessées

Definicao:

Dado a € R, diz-se que uma sucesséo (u,), é convergente para a, que
tende para a ou que tem limite a, se

Ve>03dpeNVn>p |un —al < €.

Escreve-se (un)n —> @, un —>a ou limu, = a.
n n n
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Convergéncia de sucessées

Definicao:
Uma sucessdo (un)n diz-se convergente se existir um nimero real a tal que

limwu, = a.
n

Uma sucessao que nao é convergente diz-se divergente.
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Resultados sobre convergéncia de sucessoes

Teorema [Unicidade do limite]:

Uma sucessdo n3o pode convergir para dois limites diferentes.
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Resultados sobre convergéncia de sucessoes

Teorema :

Toda a sucessdo convergente é limitada.

A reciproca do Teorema anterior é falsa, isto é, nem toda a sucessdo limitada é
convergente.
Por exemplo, a sucessdo u, = (—1)", n € N, é limitada mas n3o é convergente.

Do teorema anterior sai uma consequéncia muito importante: se uma sucessdo
ndo é limitada ent3o ela é divergente.

Exemplo: A sucess3o definida por u,, = 2n; n € N, é divergente, porque n3o é
limitada.
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Resultados sobre convergéncia de sucessoes

Teorema:

Seja (un)n uma sucessdo mondtona e limitada. Entdo (un)n € convergente e:

1. se (un)n é crescente, lim u, = sup{un : n € N};
n

2. se (un)n é decrescente, limu,, = inf{u, : n € N}.
n
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Propriedades aritméticas dos limites

Teorema:

Sejam (un)n € (vn)n duas sucessdes convergentes respetivamente para a e
para b. Ent3o:

1. (un +wvn) € uma sucessdo convergente para a + b;
2. (unwvn), € uma sucessdo convergente para ab;

3. se vy # 0 para todo n € Neb# 0, entdo (=) & uma sucessdo

a
convergente para D
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Propriedades aritméticas dos limites

Teorema:

Sejam (un ), uma sucessdo convergente para zero e (vp), UmMa sucessio
limitada. Ent3o (unvn)n € uma sucessdo convergente para zero.

Teorema [das sucessGes enquadradas]:

Sejam (un)n € (wn)n duas sucessdes convergentes tais que
lim u, = limw, = a.
n n
Seja (vn)n outra sucess3o tal que, a partir de uma certa ordem, se tem
Un < Up < Wnp.

Entdo (vn)n também é convergente e lim v, = a.
n

Maria Joana Torres Sucessoes



Subsucessdes

Definicao:

Dada uma sucess3o (un)n, de niimeros reais, uma sua subsucessdo é uma
restricdo da correspondente aplicagdo u : N — R a um subconjunto infinito de

N, digamos
N ={ni,n2,...,np,...}, com ng <ng < -+ <my---

Tal subsucess3o representa-se por (un)nens OU POr (Un,)pen.
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Subsucessdes

Teorema:

Se (un)n é uma sucessdo convergente para a, qualquer sua subsucessdo é
convergente para a.

Corolario:

1. Se (un)n possui uma subsucessdo divergente entdo (un)n é também
divergente.

2. Se (un)n possui duas subsucessdes convergentes para limites diferentes
entdo (un)n € divergente.

3. Se (un)n é uma sucessdo convergente possuindo uma subsucessio de
limite a ent3o limu,, = a.
n

4. Se limu, = a ent3o, para todo k € N, limu,4+r = a.
n n
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Limites infinitos

Definicao:

Diz-se que uma sucessdo (u, ), tende para +oco (resp. —oo) se

VMeRdIdpeNVn>p Up > M (resp. un < M).

Escreve-se limu,, = +00 ou u, — +00
n n

(resp. limu, = —oc0 ou up —> —00).
n n
Teorema:

1. Toda a sucessdo crescente e n3o limitada tende para +o0;

2. Toda a sucessdo decrescente e n3o limitada tende para —oo.
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Infinitésimos vs infinitamente grandes

Teorema:

Se (un)n € uma sucess3o tal que u, # 0, Vn € N, entdo limu, = 0 se e sé se
n

. 1

lim — = +o0.

o |un |

Nota:

A proposi¢do anterior diz-nos que o inverso de um infinitésimo (sucessdo
convergente para zero) é, em médulo, um infinitamente grande e que o inverso
de um infinitamente grande em médulo é um infinitésimo.
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Indeterminacdes

No célculo de limites de sucessdes, algumas indeterminagdes comuns s3o:

o 0 0
o oo 0 X oo, = 0", oo, 1.
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