Maria Joana Torres

2021/22

Maria Joana Torres Primitivas



Nog¢ao de primitiva

O problema desta seccdo é o de, dada uma funcdo f : I — R, definida num
intervalo I, determinar uma nova fung¢do F': I — R tal que

F'(z) = f(z), Vzel

Definicao:

Seja X uma unido finita de intervalos de R. Dada uma fung¢do f: X — R,
diz-se que uma fung¢do F' : X — R é uma primitiva ou uma antiderivada de
f se F for derivivel e I’ = f. Diz-se que a funcio f é primitivavel se f

admitir uma primitiva.
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Nog¢ao de primitiva

Da definicdo é imediato que

F é uma primitiva de f  sse  f é a derivada de F'

Fica assim claro que a primitivagdo é o processo inverso da derivacg3o.
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Exemplo 1: A fun¢do F(x) =senz, x € R, é uma primitiva de f(z) = cosz,
zeR.

Exemplo 2: A fungdo f : R — R definida por f(z) = 14 2% é primitivével,
3

visto que F(z) =z + % x € R, é uma primitiva de f.
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Exemplo 3: A fungdo g : [0,2] — R definida por g(z) = 0 se z € [0, 1],
g(x) =1 se x €]1,2] ndo é primitivavel.

A

Lo o———

. . -
1 2

Nota: recordar o Teorema de Darboux.
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Exemplo 4: A fungdo g do exemplo anterior é descontinua e ndo admite
primitiva. Vejamos agora o exemplo de uma fun¢do descontinua que admite
primitiva. A funcdo

f: [0,1] — R

. {0 sex =0,
T 1 1 3 1
——=cos + 3v/xsen sex€]0,1]

7

admite primitiva F: [0,1]] — R
. . 0 se x =0,
Vadsenl sex€]0,1].
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flz) = 7% cos 1+ 2 /rsenl

YA
I\M\/\/\/\/\ A

Nota: veremos mais tarde que qualquer fungcdo continua é primitivavel.
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Consequéncias da definicdo de primitiva

Se F' é uma primitiva de f no intervalo I e C' é uma constante real arbitraria,
entdo
[F(x) + O] = F'(z) = f(2), z € I.

Ent3o:

Consequéncia 1: Se F' é uma primitiva de f no intervalo I, entdo toda a
funcdo

F)+C, z€l,

com C' uma constante real arbitraria, é também uma primitiva de f.
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Consequéncias da definicdo de primitiva

Notemos agora que, se I} e F, forem duas primitivas de uma fung¢do f num

intervalo I, entao
Fi(z) = Fy(x) = f(z), x €1,

resultando
[Fi(z) — FBo(2)] =0, x €1

e, como [ é um intervalo, conclui-se que
Fi(z) — Fa(x) =C, z €1,

ou seja que
Fi(z)=F(z)+C, z € 1.

Consequéncia 2: Se Fy e F» sdo duas primitivas de f em I, entdo

F(z)=F(x)+C, z el
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Integral indefinido

Definicao:
Seja f uma fungdo definida num intervalo, primitivavel, e F' uma sua primitiva.
Ao conjunto de todas as primitivas de f chamamos integral indefinido de f e

denotamo-lo por /f(;v) dz, escrevendo, normalmente,

/f(x)dx:F(m)JrC, CeR.
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Algumas propriedades dos integrais indefinidos

Sejam I um intervalo de R, f,g: I — R fun¢des primitivaveis, A € R. Ent3o
[+ g e Af sdo primitivaveis e:

> [(@ +g@)da= [ f@)dnt [ o)
> /Af(x)dsz/f(x) da.

Sejam I e J intervalosde R, f: ] — R e g:J — R fungBes derivaveis e
suponhamos que g(J) C I. Ent3o f' e (f'og) - g’ sdo primitivdveis e:

> /f/(x)dx:f(x)-l-C, CeR;

> / Fg(@)d (@) de = f(g(x)) +C, CeR
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Primitivas imediatas

> /ldw:x+C’

> / f(@)de = f(z) + C

$a+1
P/xadxz +C, a# -1
a+1

a+1
>/f z)f'(z dac—f ()+Ca7é—1
> /ezdl’:ew—kC
/ef(z)f'(m) de =™ 1 C
1
/fdmzln\mH—C
x

HOP
> /f(x) dz =In|f(z)| + C

v

v
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Primitivas imediatas

> /senxdx:fcostrC
> /cosxdm:senm+0

> /tgwdm = —lInjcosz|+ C

v

/cotgmdm =Inlsenz|+ C

v

/shxda::chx—&—c

v

/chmdm:shx+C’

v

/thx dz = In(chz) + C

v

/cothx dz =In|shz| + C
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Primitivacao por partes

Teorema:

Sejam I um intervalode Re f: I — R, g: I — R duas func¢des de classe
C'. Entdo é vilida a seguinte

formula de primitivacao por partes

/f’()()dx— /f
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Primitivacao por substituicao

Teorema:

Sejam I um intervalo de R, f : I — R uma fun¢do que admite primitiva F'.
Sejam J um intervalo de R e ¢ : J — I uma fung3o bijetiva, derivavel, cuja
derivada n3o se anula. Entdo & = F o ¢, é uma primitiva de (fop) - ¢ e é

valida a seguinte

formula de primitivacao por
substituicao ou mudanca de variavel

[ 1@z = [ se@) O d,_,
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Primitivacao por substituicao

Conclusao: O teorema anterior estabelece que, nas condigdes indicadas,

/f(a:) dx pode ser calculado da seguinte forma:

1. faz-se a substituicdo = = p(t);
2. calcula-se depois a nova primitiva /f(go(t))gp'(t) dt;

3. desfaz-se a substitui¢do, regressando a variavel inicial x, através de
t=o¢ ().
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Primitivacao por substituicao

Nota:

A fung¢3o que nos da a mudanga de varidvel, ¢, deve ser uma func¢3o regular
(deve admitir, pelo menos, primeira derivada). Se a sua derivada for ndo nula
num ponto, e se a derivada for continua, podemos garantir que hd um intervalo
que contém o ponto onde a derivada n3o se anula. Admitimos assim que tudo
é feito num certo intervalo onde as condi¢des do teorema s3o verificadas.
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Primitivacdo de fungdes racionais

Ver ficheiro “PrimitivacaoFuncoesRacionais.pdf’
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