Nimeros Reais

Maria Joana Torres

2021/22

Maria Joana Torres Nimeros Reais



Reta real

O conjunto dos niimeros reais serd indicado por R

A identificagdo entre os niimeros reais e os pontos de uma reta, designada por
reta real, permite obter uma representacdo geométrica dos niimeros reais,
muito Gtil na compreensdo e visualizac3o de diversos conceitos envolvendo
ndmeros reais.

A associacdo que a cada numero real faz corresponder um e um sé ponto da
reta, permite também usar uma linguagem geométrica, em que ponto passara a
significar ndmero real,

dizer que

x < y serd dizer que z estad a esquerda de y

e, dados

z,y € R, |z — y| representard a distdncia do ponto x ao ponto y.
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Reta real

Nesta representacdo, dados z,y € R, com z < y, o intervalo [z, y] serd
representado pelo segmento de reta cujos extremos s3o os pontos z e ¥.

> Na figura os pontos a e b representam nimeros reais (identificados
também por a e b) tais que a < b < 0, uma vez que a estd a esquerda de
b, estando este, por sua vez, a esquerda de zero.

» O segmento de reta de extremos a e b, marcado com traco mais
carregado, representa o intervalo [a, b].
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Reta real

Na figura estd representado um ponto c e o intervalo aberto centrado em c e
de raio (semi-amplitude) r > 0, ou seja, o intervalo

le=r, c+r[.

Este intervalo é o lugar geométrico dos

pontos da reta cuja distancia a ¢ é menor do que r

ou, dito de forma equivalente, o conjunto

{zeR: |z —c| <r}.
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Valor absoluto ou médulo de um nimero real

Recordemos que, dado = € R, |z| representa o valor absoluto ou médulo de z,
definido da seguinte forma:

x se x>0
] = —x se x<0.
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Propriedades do valor absoluto

O valor absoluto verifica as seguintes propriedades.

Propriedades Sejam z,y,z € R. Entdo:

1. 2| >0 e |z|=0 sse =0
2 | ol = Jal
3|zl >x e |x|>-—=x
4. —|z| <z < |z
5. sendo a > 0, tem-se que |z| < a
6. sendo a > 0, tem-se que |z| > a
7. |zyl = [=]|y|
8. % = %, sempre que y # 0
9. |z +yl < |z + |yl
10 Jz| = Jyl < [lz] = |yl [ < |z -yl
11. |z —z2| < |z —y|+ |y — 2|

sse —a<z<a

sse r>a V < -—a
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Alguns subconjuntos de R

» o conjunto dos niimeros naturais

N:{lazaga}

» o conjunto dos niimeros inteiros

Z={-,-2,-1,012-}
» o conjunto dos niimeros racionais

0-{: pez qem oy}

» aos niimeros reais que nao sao racionais chamamos nldmeros irracionais e
denotamos o conjunto dos niimeros irracionais por R\Q.

Propriedade: Todo o intervalo ndo degenerado de niimeros reais possui
uma infinidade de racionais e uma infinidade de irracionais.
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Majorante, minorante, maximo e minimo

Definicdao: Sejam X C R e a € R. Diz-se que a é
e majorante de X se Vze X r < a;
e minorante de X se Vze X a <z

e maximo de X se a é majorante de X e a € X. Representa-se
a =max X;

e minimo de X se a é minorante de X e a € X. Representa-se a = min X.

Nota:

Observemos que, se a é majorante de X, qualquer elemento maior do que a é
também majorante de X. Analogamente, se a é minorante de X, qualquer
elemento menor do que a é minorante de X.
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Conjunto limitado

Definicao:
e Um conjunto X C R diz-se majorado ou limitado superiormente se
possui algum majorante.

e Um conjunto X C R diz-se minorado ou limitado inferiormente se
possui algum minorante.

e Um conjunto X C R diz-se limitado quando X ¢, simultaneamente,
majorado e minorado, isto é, quando

Jde,de R, VxeX, c<zx<d,
ou, equivalentemente, quando

de,d e R, X Cle,d].
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Supremo e infimo

Definicao:
Seja X um subconjunto de R. Um elemento a € R diz-se supremo de X e
representa-se a = sup X, se verifica as duas condi¢Ges seguintes:

e VzeX z<a (aé majorante de X);

e sebeRétalque Ve € X, © <b, entdio a<b (aé o menor dos
majorantes).

Definicao:
Seja X um subconjunto de R. Um elemento a € R diz-se infimo de X e
representa-se a = inf X, se verifica as duas condicBes seguintes:

e VzeX a<z (aé minorante de X);

e sebeRétalque Vz € X, b<z entdio b<a (aé o maior dos
minorantes).
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Consequéncias das definicdes

Nota:
e O supremo e o infimo de um conjunto, quando existem, s3o Unicos.

e Um subconjunto X de R majorado tem méaximo se e sé se sup X € X.
Em particular, se a =sup X e a € X, entdo a = max X.

e Um subconjunto X de R minorado tem minimo se e sé se inf X € X.
Em particular, se a = inf X e a € X, entdo a = min X.
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Topologia da reta real: ponto de acumulagio

Definicao:
Dado um conjunto X C R, um ponto = € R diz-se ponto de acumulacao de

X se
Ve>0, (Jz—ex+e[\{z})n X #0.

Em particular, dizemos que x é ponto de acumulacao a direita de X quando
Ve>0, Jz,z+e[NX#D

e que = é ponto de acumulacao a esquerda de X quando
Ve>0, Jz—e x[NXZ£D.

O conjunto dos pontos de acumulagdo de X designa-se por derivado de X e
representa-se por X'

O conjunto dos pontos de acumulag3o 2 direita representa-se por X e o
conjunto dos pontos de acumulagio 3 esquerda por X' .

Um ponto z € R é ponto isolado de X se pertencer a X mas n3o for ponto
de acumulag3do de X, isto é,

Je>0 le—e, x+€eNX={z}.
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