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Definicdo de limite

Definicao:
Seja f: X — R uma funcdo e a € X’ um ponto de acumulagio de X.

Diz-se que o ndmero real £ é o limite de f(x) quando x tende para a, e
escreve-se

lim f(z) = £,

quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que se
tem |f(z) — €] < e sempre que x € X e 0 < |z — a| < J. Simbolicamente:

Ve>036>0Vere X O<|z—al<d=|f(x)—{ <e
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Propriedades do limite

Teorema [Unicidade do limite]:

Sejam f: X — Rea € X'. Se lim f(z) = {1 e lim f(z) = {2 entdo
Tr—ra

r—a
by =Ly,

Teorema:

Sejam f,g: X — Rea € X'. Se lim f(z) =0 e g é limitada em X\{a}

T—ra

lim f(z)g(z) = 0.

Tr—a

ent3o
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Propriedades do limite

Teorema [Teorema do enquadramento|:

Sejam f,g,h: X — R e a € X' tais que
f(x) <g(z) < h(x), Vze X\{a}.

Se lim f(z) = lim h(z) = ¢ entdo também lim g(z) = £.

T—a T—a T—a
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Propriedades do limite

Teorema [Aritmética de limites]:

Sejam f,g: X — R e a € X'. Suponhamos que existem £ = lim f(z) e

Tr—a

m = lim g(x). Entdo
Tr—a

lim (f + g)(z) = £+ m;

lim (f - g)(z) = € — m;

Tr—a

lim (fg)(z) = tm;

Tr—a

lim f (z) = ﬁ, sempre que m # 0.
r—a g m
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Limites laterais

Definicao:
Seja f: X — R uma fungdo e a € X/, um ponto de acumulag3o 3 direita do
conjunto X.

Diz-se que o niimero real £ ¢é o limite a direita de f(x) quando x tende para
a (por valores superiores a a), e escreve-se

lim f(x) =¢,

z—at

quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que se
tem |f(z) — €] < esemprequex € X e 0 <z —a < 4.

Simbolicamente:

Ye>036>0 z€la,a+0[NX = |f(z) — | <e
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Limites laterais

Definicao:

Seja f: X — R uma funcdo e a € X’ um ponto de acumulacdo 3 esquerda
do conjunto X.

Diz-se que o ndmero real £ é o limite a esquerda de f(x) quando x tende
para a (por valores inferiores a a), e escreve-se

lim f(x) =4,

rT—ra

quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que se
tem |f(z) — €] < esemprequex € X e =0 <z —a < 0.

Simbolicamente:

Ve>036>0 z€la—6,alNX = |f(z) -4 <e
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Limites laterais

Teorema:

Sejam f: X — R uma fun¢do e a € X/, N X’ . Ent3o existe £ = lim f(x) se

r—a
e sO se existem e s3o iguais a £ os limites laterais, isto é,

lim f(z) =¢<= lim f(z)= lim f(z)="~¢

r—a T—a~ z—at
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Limites no infinito

Definicao:

Seja X C R um conjunto ndo majorado. Dada f: X — R, diz-se que o
limite de f quando x tende para +o0o é £ e escreve-se

lim f(x) =¢,
x——+oo
quando o nimero real £ satisfaz a seguinte condi¢3o:

Ve>03INeRVze X x>N=|f(z) -4 <e

Ou seja, dado arbitrariamente € > 0, existe N € R tal que |f(z) — ]| < e
sempre que x > N.

Definicao:
Seja X C R um conjunto ndo minorado. Dada f: X — R, diz-se que o
limite de f quando x tende para —oo é £ e escreve-se

lim f(x) =¥,

Tr—>— 00
quando o nimero real ¢ satisfaz a seguinte condi¢3o:

Ve>03INeRVze X < N=|f(z)—{ <e
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Limites infinitos

Definicao:

Sejam f: X — R uma funcdo e a € X’. Diz-se que:

e o limite de f quando x tende para a é 400 se
VMeR3II>0Vz e X\ {a} |z —a| < éd = f(z) > M

e escreve-se lim f(x) = +oo;
T—ra

e o limite de f quando x tende para a é —oo se
VMeR3Id>0Vz e X\ {a} |z —a| < d = f(z) < M

e escreve-se lim f(x) = —oo.
rT—ra
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Limites infinitos no infinito

Definicao:
Seja f : X — R uma fun¢do. Se X é um conjunto ndo majorado, diz-se que
o limite de f quando x tende para +oo é 400 e escreve-se
lim f(x) = 400 se
x— 4 oo
VM eRINeRVze X x> N = f(z) > M.

Deixa-se ao cuidado do leitor a definicdo de limite de f quando x tende para
400 é —oo, escrevendo-se lim f(x) = —oo.
x—r 4 oo

Definicao:

Seja f : X — R uma fun¢do. Se X é um conjunto ndo minorado, diz-se que
o limite de f quando x tende para —oo é 400 e escreve-se

lim f(x) = +oo se
r—r— 0o

VMeRINeRVzre X z < N= f(z) > M.

Deixa-se ao cuidado do leitor a definicdo de limite de f quando « tende para

—o0 é —o0, escrevendo-se lim f(x) = —oo.
T — — oo
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Definicdo de fung¢do continua

Definicao:

Uma fungdo f : X — R diz-se continua no ponto a € X quando

Ve>036>0Vze X lx —al <6 = |f(z) — fla)| < e

Chama-se descontinua no ponto a € X uma fungdo f: X — R que ndo é
continua nesse ponto.

Diz-se que f : X — R é uma funcao continua quando f é continua em todos
os pontos a € X.
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Continuidade

Proposicao:
Sejam f: X — R uma fungdo e a € X. A fungdo f é continua em a se e sé
se ocorre uma das situagdes seguintes:

1. a é ponto isolado de X

2. a é ponto de acumulagio de X e lim f(z) = f(a).

T—a
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H3 fungdes definidas em R continuas apenas num ponto
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H3 fungdes definidas em R continuas em exatamente dois pontos
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Fung3o continua apenas nos pontos de Z

f: R — R

N cos(2rx) sex €Q
1 sex e R\Q

Y10
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Funcgao descontinua apenas nos pontos de Z

[] R — R

y
2 [ —
1 e—O

2 -1

1 2 3 x
— -
A 2
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H3 fungdes definidas em R descontinuas em todos os pontos

f: R —

R
o 1 sexzecQ
2 sezeR\Q

051

L
-1.0 -0.5 0.5 1.0
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Aritmética de fun¢bes continuas

Teorema [Aritmética de fungdes continuas]:

Dadas f, g : X — R fungdes continuas em a € X,

1. f+4 g e fg sdo fungdes continuas em q;

f

2. se g(a) # 0 entdo = é continua em a.
g
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Continuidade da fungdo composta

Teorema [Continuidade da fun¢do compostal:

Sejam f: X — Y uma funcg&o continua em a € X, g: Y — R uma func¢do
continua em f(a). Entdo g o f é continua em a.

(A composta de fungdes continuas é continua).
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Continuidade da restricdo

Teorema [Continuidade da restricédo|:

Sejam f : X — R uma func3o continua e A um subconjunto n3o vazio de X.
Entdo f|, é continua.
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Teoremas sobre fungdes continuas

Teorema [de Weierstrass|:

Seja f : [a,b] — R uma fun¢3o continua. Ent3o

de,defa,b] Vo €fa,b]  fc) < f(x) < f(d).

»
[
ot
o
>
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Teoremas sobre fungdes continuas

Teorema [de Bolzano-Cauchy ou do valor intermédio|:

Seja f : [a,b] — R uma fung¢io continua tal que f(a) # f(b). Se k é um
niimero real estritamente compreendido entre f(a) e f(b), entdo existe ¢ €a, b|
tal que f(c) = k.
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Teoremas sobre fungdes continuas

Corolario:

Seja f : [a,b] — R uma fung¢io continua e suponhamos que f(a)f(b) < 0.
Ent3o existe ¢ €]a, b] tal que f(c) = 0.

Corolario:

Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma fun¢do continua. Ent3o f(I) é

um intervalo.
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Teoremas sobre fungdes continuas

Teorema [Continuidade da fungdo inversa):

Sejam I e J intervalos de R e f: I — J uma fung3o bijetiva e continua.
Entdo f' é continua.
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