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Integral de Riemann

Vamos considerar fungdes f : [a,b] — R limitadas, isto §é,

JaeRIBER Vz € [a,lb] a< f(z) <B.

%?%% y=fa) P

a b z a b T

s(f, P) — 4rea a cheio
S(f, P) — 4rea a tracejado
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Integral de Riemann

Definicao:

Dado um intervalo [a, b], seja T = {parti¢des de [a, b]}.

Define-se integral superior de f do seguinte modo:

‘/“f<x>dx:= nE{S(f, P)).

Define-se integral inferior de f do seguinte modo:

b
/ﬂmw:mwmm}
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Integral de Riemann

Definicao:

Dados um intervalo [a, b] e uma fun¢3o f : [a,b] — R, f diz-se integravel em
[a, b] se
b b
/ f(x)dz :/ f(z)dx.

A este valor comum chama-se integral de f (ou integral definido de f) e
denota-se por

b b
/f(a:)dm ou simplesmente /f
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Interpretacao geométrica do integral de Riemann

Dada uma fun¢do f : [a,b] — R n3o negativa, integrdvel, seja

A={(z,y) eR*: a<z<b 0<y< f(x)}

Y y = f(z)

Chamamos &rea de A ao valor do integral de f em [a, b], isto é,

b
dreade A = / f(x)dx.
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Interpretacao geométrica do integral de Riemann

Seja agora g : [a,b] — R uma fun¢3o integrivel. Sejam

B ={(z,y) € [a,b] xR: g(z) >0, 0 <y <g(x)},
By ={(z,y) € [a,b] xR: g(z) <0, g(z) <y <0}

Y

By

b
drea de By — drea de By = / f(z)dx
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Propriedades do integral definido

Proposicao:

Sejam f, g : [a,b] — R fungdes integraveis. Ent3o:

1. Se c € ]a, b, entdo f| e f|[ . s3o integraveis e

/f m_/f m+/f

2. Paratodoo A € R, \- f é integravel e

/ab/\-f(x)dxz)\/bf(x)dx;

a

3. f+ g éintegrdvel e

/ab (f(x)+g(x)) dx = /abf(m) dx+/abg(x) de.
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Propriedades do integral definido

4. Se f(z) < g(x) para todo o = € [a,b] entdo

[ 1@< [ g

5. Em particular, se f(z) > 0 para todo o x € [a, ], entdo

(o))

. | f] é integravel e

7. f-g é integravel.
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Classes de fun¢des integraveis

Teorema:

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo f € integravel.
Teorema:

Seja f : [a,b] — R uma fung¢do descontinua apenas num nimero finito de

pontos. Entdo f € integravel.

Teorema:

Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada e monétona. Ent3o f é integrdvel.
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Convengio

Nota:

Convencdo: Por uma questdo de comodidade, ndo queremos estar
preocupados com o facto do extremo superior de integracdo ser ou nio maior
ou igual ao extremo inferior. Assim, convenciona-se que, se f : [a,b] — R é
uma fungdo integrével,

c d
Ve, dela,b]:c<d Lf(a:)da:z—/ f(z) dx.

As propriedades do integral definido apresentadas anteriormente mantém-se
validas apds esta generalizag3do.
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Os Teoremas Fundamentais do Calculo

Seja f : [a,b] — R uma fungdo integravel. Ent3o
Vz € [a,b f‘[ . é integrével.
Seja
F: [ab) — R
x> / ft)dt.

a

Teorema [Primeiro Teorema Fundamental do Calculo]:

Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel. Suponhamos que f é continua em
c € [a,b]. Entdo a fun¢do F é derivivel em c e F'(c) = f(c).

Corolario:

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo f admite primitiva.
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Os Teoremas Fundamentais do Calculo

Teorema [Segundo Teorema Fundamental do Calculo]:

Sejam f : [a,b] — R uma fungdo integravel e F' uma primitiva de f. Entdo

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Notacao:

Nas condi¢bes do Segundo Teorema Fundamental do Célculo, se F' é uma
primitiva de f em [a, b], denota-se

/ab f(x)dx = [F(I)} . F(a;)] F(b) — F(a).

a a Not;(,‘ﬁo
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Integragdo por partes

Teorema [Integragdo por partes|: :

Sejam f,g: [a,b] — R funcdes derivaveis tais que f’ e g’ sdo integraveis.
Entdo é vélida a

férmula de integracao por partes no integral definido

[ @@ ir=[s@ow]’ - [ 1)@ aa.
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Integragdo por substituicdo

Teorema [Integragdo por mudanca de variavel]:

Sejam f : [a,b] — R continua e ¢ : [¢,d] —> [a, b] uma fun¢io com derivada
continua e tal que p(c) = a e ¢(d) = b. Entdo é vélida a seguinte

féormula de integracdo por substituicao no integral definido

b d
/ f(z)de = / Fe(®) - ¢ (1) dt.
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Teorema do valor médio para integrais

Teorema [do valor médio para integrais]:

Seja f : [a,b] — R uma func¢3o continua. Ent3o

dc € ]a, b /f fle)(b—a).
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