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FUNCOES HIPERBOLICAS INVERSAS

Vamos inverter as funcoes hiperbdlicas. Quando nao houver bijetividade, consideramos
restrigoes apropriadas.

Argumento do seno hiperbdlico

x —x

~ € € , , ce . .. .
A funcdosh: R — R, shz = — é continua, bijetiva e possui inversa continua.

A sua inversa designa-se por argumento do seno hiperbdlico e representa-se por

argsh: R — R
y +—— argshy

onde
x=argshy ye R < y=shz, x €R.

Mas, para x € R, tem-se

T —T

€
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A dltima condigao em (1) traduz uma equacao do segundo grau na incégnita e*. Tratando-a

com a férmula resolvente, sai
el =yEVy2+1

sendo a solucao com o sinal + a unica admissivel, uma vez que

€ >0,VreR e y—Vy2+1<0,VyeR

Mas

e =y+Vy’+ 1<z =log (y+\/y2+1)

donde

argshy = log <y+\/y2+1) ,y€eR



y = argshx, x € R, CDargSh =R

Argumento do cosseno hiperbdélico

- e +e < .
A funcao ch: R — R, chzx = —5 —néoé bijetiva, logo nao é invertivel.

Definiremos a inversa da restrigao do ch ao intervalo [0, +o0], ou seja, da funcao bijetiva

ch: [0,+o0f

A sua inversa designa-se por arqumento do cosseno hiperbdlico e representa-se por

argch : [1,+00] — [0,400[
Y — argchy

onde
x =argchy, y € [l,4+o0[ <= y=chz, x € [0,+o0|.

Mas, para = > 0, tem-se

y=chr <— y=
62:):_2‘_1 (2)
= y= = e 2y +1=0
2e*

A dltima condigao em (2) traduz uma equacao do segundo grau em e*, donde

et =y+y2-1

Atendendo a que x > 0, tem-se e* > 1, pelo que a solucao com o sinal + é a inica admissivel
(a solucao com o sinal — corresponderia & inversa da restrigao do ch para z < 0. Mas

e =y+vVy2—-1,2>0,y>1 < x=1log (y—i—\/yQ—l),sz,yzl

donde

argchy = log (y+ VY2 — 1) ;Y € [1,4o0]



y = argchz, z € [1,+o0], CDargch = [0, +00]

Argumento da tangente hiperbdlica

A funcao th: R — R, thz = %, é injetiva mas nao é sobrejetiva. Para poder inverter
basta considerar ¢
th: R — |—1,1]
r — y=thzx
que é bijetiva e, portanto, é invertivel. Sendo continua num intervalo, a sua inversa ¢é
continua. Trata-se da fungdo argumento da tangente hiperbdlica, que se define por

argth: |—-1,1] — R
Y — argthy

onde
x =argthy, y€]—1,1[ < y=thz, z €R.

Para x € R, y €] — 1,1], tem-se

the «— S
= €T =
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= 7€2w_1<:> Z(1—y)=1+
= e —_ =
Y= y y
1
= x—log< —i—y)
L—y
Entao
1
argthyzlog( l—i_y>,y€]—1,1[



y = argthz, x €] — 1,1], CDargth =R

Argumento da cotangente hiperbdlica

A fungao coth : R\{0} — R, coth = S—E, injetiva mas nao é sobrejetiva. Consideremos
entao

coth: R\{0} — R\[-1,1]
z — Yy =cothz

que é bijetiva e, portanto, é invertivel. A sua inversa é continua. Trata-se da funcao
argumento da cotangente hiperbdlica, que se define por

argcoth : R\[-1,1] — R\{0}
Y — argcothy

onde
x = argcothy, y € R\[-1,1] <= y = cothx, = € R\{0}.

Para z € R\{0}, y € R\[-1, 1], tem-se

1
y:cotha:<:>a::10g< y+1)
y_

1
argcothy = log <\ / y+1), y € R\[-1,1]
y_

¥

Entao

y = argcothz, = € R\[-1,1], CDargeoth = R\{0}



