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Funções hiperbólicas inversas

Vamos inverter as funções hiperbólicas. Quando não houver bijetividade, consideramos
restrições apropriadas.

Argumento do seno hiperbólico

A função sh : R −→ R, shx =
ex − e−x

2
, é cont́ınua, bijetiva e possui inversa cont́ınua.

A sua inversa designa-se por argumento do seno hiperbólico e representa-se por

argsh : R −→ R
y 7−→ argsh y

onde
x = argsh y y ∈ R ⇐⇒ y = shx, x ∈ R.

Mas, para x ∈ R, tem-se

y = shx ⇐⇒ y =
ex − e−x

2

⇐⇒ y =
e2x − 1

2ex
⇐⇒ e2x − 2yex − 1 = 0

(1)

A última condição em (1) traduz uma equação do segundo grau na incógnita ex. Tratando-a
com a fórmula resolvente, sai

ex = y ±
√
y2 + 1

sendo a solução com o sinal + a única admisśıvel, uma vez que

ex > 0, ∀x ∈ R e y −
√

y2 + 1 < 0, ∀y ∈ R

Mas
ex = y +

√
y2 + 1⇐⇒ x = log

(
y +

√
y2 + 1

)
donde

argsh y = log
(
y +

√
y2 + 1

)
, y ∈ R
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y = argshx, x ∈ R, CDargsh = R

Argumento do cosseno hiperbólico

A função ch : R −→ R, chx =
ex + e−x

2
, não é bijetiva, logo não é invert́ıvel.

Definiremos a inversa da restrição do ch ao intervalo [0,+∞[, ou seja, da função bijetiva

ch : [0,+∞[ −→ [1,+∞[
x 7−→ y = chx

A sua inversa designa-se por argumento do cosseno hiperbólico e representa-se por

argch : [1,+∞[ −→ [0,+∞[
y 7−→ argch y

onde
x = argch y, y ∈ [1,+∞[ ⇐⇒ y = chx, x ∈ [0,+∞[.

Mas, para x ≥ 0, tem-se

y = chx ⇐⇒ y =
ex + e−x

2

⇐⇒ y =
e2x + 1

2ex
⇐⇒ e2x − 2yex + 1 = 0

(2)

A última condição em (2) traduz uma equação do segundo grau em ex, donde

ex = y ±
√
y2 − 1

Atendendo a que x ≥ 0, tem-se ex ≥ 1, pelo que a solução com o sinal + é a única admisśıvel
(a solução com o sinal − corresponderia à inversa da restrição do ch para x ≤ 0. Mas

ex = y +
√

y2 − 1, x ≥ 0, y ≥ 1 ⇐⇒ x = log
(
y +

√
y2 − 1

)
, x ≥ 0, y ≥ 1

donde
argch y = log

(
y +

√
y2 − 1

)
, y ∈ [1,+∞[
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y = argchx, x ∈ [1,+∞[, CDargch = [0,+∞[

Argumento da tangente hiperbólica

A função th : R −→ R, thx =
sh

ch
, é injetiva mas não é sobrejetiva. Para poder inverter

basta considerar
th : R −→ ]− 1, 1[

x 7−→ y = thx

que é bijetiva e, portanto, é invert́ıvel. Sendo cont́ınua num intervalo, a sua inversa é
cont́ınua. Trata-se da função argumento da tangente hiperbólica, que se define por

argth : ]− 1, 1[ −→ R
y 7−→ argth y

onde
x = argth y, y ∈]− 1, 1[ ⇐⇒ y = thx, x ∈ R.

Para x ∈ R, y ∈]− 1, 1[, tem-se

y = thx ⇐⇒ y =
ex − e−x

ex + e−x

⇐⇒ y =
e2x − 1

e2x + 1
⇐⇒ e2x(1− y) = 1 + y

⇐⇒ x = log

(√
1 + y

1− y

)
Então

argth y = log

(√
1 + y

1− y

)
, y ∈]− 1, 1[
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y = argthx, x ∈]− 1, 1[, CDargth = R

Argumento da cotangente hiperbólica

A função coth : R\{0} −→ R, coth = ch
sh

, injetiva mas não é sobrejetiva. Consideremos
então

coth : R\{0} −→ R\[−1, 1]
x 7−→ y = cothx

que é bijetiva e, portanto, é invert́ıvel. A sua inversa é cont́ınua. Trata-se da função
argumento da cotangente hiperbólica, que se define por

argcoth : R\[−1, 1] −→ R\{0}
y 7−→ argcoth y

onde
x = argcoth y, y ∈ R\[−1, 1] ⇐⇒ y = cothx, x ∈ R\{0}.

Para x ∈ R\{0}, y ∈ R\[−1, 1], tem-se

y = cothx ⇐⇒ x = log

(√
y + 1

y − 1

)
Então

argcoth y = log

(√
y + 1

y − 1

)
, y ∈ R\[−1, 1]

y = argcothx, x ∈ R\[−1, 1], CDargcoth = R\{0}
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