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Calculo

COMPRIMENTOS DE CURVAS

Seja f : [a,b] — R uma funcio de classe C'([a,b]). Designemos por C o arco de curva
y = f(z), com z € [a,b] (cf. a figura em baixo & esquerda). Vamos dar uma defini¢ao para o
comprimento do arco C, recorrendo a definicao alternativa de integral, em termos das somas de

Riemann.
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Para tal, consideremos uma partigao P de [a, b] definida por pontos xy = a, 1, ..., Zp_1, 2, = b.
Sejam Py, P, ..., P, os pontos correspondentes sobre a curva C e consideremos a linha poligonal
Lp, figura em cima a direita, definida pelos segmentos de reta P, 1P, com ¢ = 1,2,---  n.

Quando os pontos P; sao considerados cada vez mais préximos uns dos outros, ou seja, quando
o diametro |P| da partigao tende para zero, a linha poligonal Lp tende a confundir-se com o
arco C. Entao, por definicao, pomos

im comp Lp. (1)

compC = 1
|P|—0

Por outro lado,
COIIlpr=P0P1+P1P2+"‘+Pn_1pn

e, para cada segmento de reta P;_P;, tem-se

PPy = (wipn — )2 + (f(wip) — f(:))%
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No entanto, como f é derivavel, o teorema de Lagrange d&a

f(wiga) — flay)

Tit1 — T4

= f'(cit1)

para algum ¢; 1 € |x;, x;41[, resultado

PPy =/ (wie1 — )2 + (' (ig1))? (@i1 — = V14 (f"(cis1))*(ir1 — 23).

Consequentemente, o comprimento da linha poligonal Lp é dado por

comp Lp = Z \/1 "(€ig1))H(Tip1 — @), (2)

onde, no segundo membro, mais nao temos do que uma soma de Riemann para a funcao
. [a,b] — R definida por g(z) = /1 + ( , que ¢é integravel. Logo, tomando o limite
quando |P| — 0 na equagao (2) vem

b b
lim comp Lp —/ g(x)dx :/ V1+(f(z))*d.

|P|—0

Da definicao expressa pela equacao (1), sai

compC:/ V14 (f'(z))?de.



