Capitulo 11

Sucessoes e Séries de Numeros Reais

Este capitulo estd organizado em duas partes. Na primeira parte, trataremos de su-
cessoes e, por se tratar de um conceito ja abordado em anos precedentes, faremos uma
abordagem breve com o objectivo de fixar nogoes e apresentar os resultados principais.
Na segunda e ultima parte, estudaremos séries de nimeros reais. Tratando-se de um

tépico novo, faremos uma abordagem mais detalhada.

1 Sucessoes

Chamamos sucessao de nimeros reais a toda a aplicacao u definida em N com valores

em R,
u: N — R

(1)

onde u(n) é habitualmente representado por u,. A imagem por u do genérico n € N, u,,
designa-se por termo de ordem n ou termo geral da sucessao. Para indicar a sucessao
u, usaremos a notagao (uy),cy Ou, mais simplesmente, (uy),. Por vezes, escreveremos

ainda ui, ug, Uz, ..., Uy, ...

Exemplo 1

. - . 1
Consideremos a sucessao (uy),, definida por u, = —, n € N.
n
- . . 1 o 1 . .
O primeiro termo é u; = 1, o segundo € uy = 5 O terceiro é uy = o, e assim por diante.

. . 1
O termo geral é precisamente wu, = —. |
n

1.1 Primeiras definigcoes

Nesta subseccao vamos fixar alguns conceitos béasicos sobre sucessoes. Seja (uy),, uma

sucessao de nimeros reais. Dizemos que (uy,,),, é uma sucessao:

(a) constante se u, = a, Vn € N, para algum a € R;

16



(b) de termos distintos dois a dois se u, # Uy, , sempre que n#+m;

(¢) alternada se os seus termos sao alternadamente positivos e negativos, isto é, se

up, = (-1)"a,, com a,>0,VneN, oucom a, <0, Vne€N; (2)

(d) limitada inferiormente ou minorada se

da € R: uy € [a,+o0[, Vn € N; (3a)

(e) limitada superiormente ou majorada se

b eR: uy, € —o0,b], Vn € N; (30)

(f) limitada se
da,beR: u, €la,b], Vn € N, (3¢)

ou, equivalentemente, se

IMEeRT : u, € [-M,M], ¥n €N, (3¢);

ou ainda se
IMERY : |u,| < M, Vn €N; (3¢)2

(g9) crescente se
Up < Upy1, Vn €N; (4a)

em particular, estritamente crescente se

Up < Upt+1, VN EN; (40)

(h) decrescente se
Up = Upy1, VN €N; (40)

em particular, estritamente decrescente se

Up > Upt+1, VN EN; (4d)

(i) mondtona se é crescente ou decrescente.

Exemplo 2

Consideremos as sucessOes definidas por

ap, = , by=n%, c¢y=senn, d,=(—1)"cos (nm), e,= (5)

17



Temos que:
(an)n € alternada e limitada porque |a,| <1, Vn € N;
(bn)n € estritamente crescente, logo minorada, ja que b, > by = 1, Vn € N, e néo é limitada;
(cn)n € limitada, pois ¢, < 1, Vn € N, mas nao é mondtona nem alternada,
(d,), é constante porque d,, = (—1)" - (=1)" = (—1)?" =1, ¥n € N;
(ea)n 6

en)n ¢ estritamente decrescente porque

(n+1)12

v @aE2l 1 ntl 1

en n'? 22+l 2
(2n)!
Entéao e, < e, ¥n € N. Como se trata de uma sucessao de termos positivos, conclui-se que
0 <e, <ey, Vn €N, e, portanto, e, €]0, e1], significando que (ey,),, é limitada. m
Exercicio

Diga quais das seguintes sucessoes sao constantes, alternadas, minoradas, majoradas,

limitadas ou mondtonas:

(a) un = 1; (b) vn = (=1)"; (€) wn = (=1)"sen (75 )
n 7—6n n3 se n <100,
(d):vn—n+2, (€)yn—mv (f)Z"_{1 se n > 101.

Nota: E erro frequente dizer que (z,), nao é limitada. Repare-se que 1 < z, < 100, Vn € N.

1.2 Subsucessao

Dada uma sucessao (uy), de nimeros reais, uma sua subsucessio é uma restricao da
correspondente aplicagdao u : N — R a um subconjunto infinito (ou seja, nao limitado)

de N, digamos a
N*:{nl,ng,...,np,...}, com ny<ng <---<np<...

Tal subsucessao representa-se por (up),cy+ OU POT (unp)p N -
Exemplo 3
Consideremos a sucessao real (u,), definida no Exemplo 1. Uma subsucessao de (uy),,

é, por exemplo, a sucessao constituida pelos termos de ordem par, i.e. por

1 1 1
un1:u2:§7 un2:u4217 un3:u6:67
Outro exemplo é a sucessao constituida pelos termos cuja ordem é multiplo de 10,
1 1 1
Um:ulo:E, UnQZUQO:%; Un3:USO:%;
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Algumas sucessoes que nao sao subsucessoes de (uy),, sao as seguintes

N =
N =
>~ =
> =
S| =
S| =

1 1 1 1 1 1
2 bl 9 4 ) 3 ) 6 ) 5 )
1 1 1 1
1,0, -,0,=-,0,-,0, =,0, .
b ) 2 ) ) 3 ) ) 4 ) b 5 b b -
Exercicio )

Diga quais das seguintes sucessoes sao subsucessoes de (uy,),, , com u, = —
n

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(a‘) 1777777777"' (b) 177777 ) 3 9 g e
3°5° 79 10" 100 © 1000 © 1000 © 1000 © 1000
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(C) T 0 2 1n’ o (d) In° 114 9n’ o1 an’ 9
47276710 8 107 11720 21" 30" 31
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1,1,=, =, -, = £) —1,-,—=,~, ——, -
(e) ) ?37375757 () ) ) 3747 576)

[ |
Dada uma sucessao possuindo certas “propriedades boas”, qualquer sua subsucessao pos-
sui as mesma propriedades. Em particular, vale o seguinte resultado, cuja demonstracao

se deixa como exercicio.

Propriedade 1
Seja (un)n, uma sucessao e (wy), uma sua subsucessao.

(a) Se (up)n é limitada entao (wy,), também é limitada.

(b) se (un)n é mondétona entdao (wy), também é mondtona, apresentando o mesmo

tipo de monotonia. m

Observagao 1

(a) Da Propriedade 1 extraem-se duas consequéncias muito uteis. Uma delas serve
para concluir que uma sucessao nao é limitada, bastando encontrar uma sua sub-
sucessao que nao seja limitada. A outra consequéncia serve para mostrar que uma
sucessao nao é monotona, bastando encontrar uma sua subsucessao que nao seja

monotona, ou entdao duas subsucessoes com monotonias diferentes.

(b) Uma dada sucessao pode nao ser limitada ou nao ser mondétona e possuir subsu-

cessoes limitadas e subsucessoes mondtonas. E o caso, por exemplo, da sucessao

Woodn se n par
" 1 1-1/n se n {mpar
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que nao é mondtona nem limitada. No entanto, a subsucessao (ug,—1), dos termos
de ordem impar é estritamente cresecente e limitada. Ja a subsucessao (uzgy,), dos

termos de ordem par é estritamente cresecente e nao limitada.

(¢) Porém, nem sempre é possivel extrair uma subsucessao limitada de uma dada
sucessao nao limitada. Pensar no que acontece com a sucessao (uy), com u, =n

e com uma qualquer sua subsucessao.

(d) Quanto a possibilidade de extrair uma subsucessao mondtona de uma dada su-

cessao, vale o resultado que se enuncia mais adiante no Teorema 1. [ ]

Antes de passarmos ao resultado do primeiro teorema, comecemos por introduzir uma
nogao muito simples que nos serd tutil. Dada uma sucessao (uy,),, , dizemos que o termo
u,, constitui um pico da sucessao quando u, ¢ maior do que todos os termos seguintes,
i.e.

up € um pico da sucessao (uy), quando u, > u,, Vn >p (6)
Exemplo 4
1. Se (up), ¢ crescente entao (uy), nao tem picos.
2. Se (uy),, € estritamente decrescente entao todos os termos sao picos de (uy),, . ®

Exercicio

Diga quais os termos da sucessao (uy), que sao picos, onde:

(=1)" n
(a) up = . (b) wup = (—1)"n. [
Teorema 1
Qualquer sucessao de niimeros reais possui uma subsucessao mondétona.

Demonstragao
Seja P o conjunto dos termos de (u,),, que constituem picos.

e Se P éinfinito, digamos P={up,, Up,, Up,, ...}, entdo a subsucessao de (u,), constituida
pelos picos,
Up, > Upy > Upy >

¢é estritamente decrescente.

e Suponhamos que P é finito, P = {up,, Upy, - -+, Up, J -

Concentremo-nos nos termos da sucessao de ordem superior a pi, em que nenhum deles é
pico da sucessdo. Seja uy,, um desses termos. Como u,,, nao é pico,

FUmy: M2 >m1 A Umy < Uy,
Como uy,, também nao é pico,

gt M3 > Mo A Upy < Uy
E assim sucessivamente, encontrando-se a subsucessao crescente

uml Sumg Sumgg
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e Finalmente, se P = () , proceda-se como no tltimo caso, comegando por um termo uy,,
qualquer, obtendo-se igualmente, uma sucessao crescente. [ ]

E 6bvio que nem toda a sucessao monétona é limitada. E ainda ébvio que nem toda
a sucessao possuindo uma subsucessao limitada é também limitada. No entanto vale o

seguinte resultado.

Teorema 2

Uma sucessao mondtona € limitada se e sé se possui uma subsucessao limitada.

Demonstragao:
(i) A implicagao directa é evidente, como se viu na Propriedade 1(a).

(#) Quanto a implicagdo reciproca, consideremos uma sucessdo monétona (uy), possuindo
uma subsucessao limitada, (u,, )y, € mostremos que (uy), também é limitada.

Suponhamos que (uy), é crescente. Entao

up Sug <o Sy < (7)

Da Propriedade 1(b), sai que (uy,), é também crescente, pelo que
U SUpy SUpy < ovr Sy, oo

Como (un, ), é limitada, sabemos que 3IM € R : |u,, | < M, Vp e N.

Para a subsucessao, tem-se entao que

Ut <ty Sty <o <ty <o <M 8)

Como a subsucessao possui uma infinidade de termos, serd simples concluir que a sucessao
¢é limitada. De facto, seja n € N uma ordem arbitraria na sucessao. E possivel arranjar
uma ordem 7, € N na subsucessao tal que n, > n. Como n, é também uma ordem na
sucessao, tem-se u, < Uy, , e das condigdes (7) e (8) sai que u1 < u, < u,, < M. Da
arbitrariedade de n € N, conclui-se que w, € [u1, M], ¥n € N, que garante que (up), é
limitada.

No caso em que (uy,), é decrescente, a demonstragao é analoga. [ ]

1.3 Limite de uma sucessao

Dada uma sucessao real (up), e um elemento a € R, dizemos que a sucessao (up)n
converge para a, ou que a é o limite da sucessao (uy)n, quando existe uma ordem a
partir da qual, todos os termos da sucessao estdao tao proximos de a quanto se queira.
Ou seja, a partir de uma certa ordem suficientemente grande, todos os termos da sucessao
estao arbitrariamente proximos de a. Simbolicamente, escrevemos

lim u, =a sse V6>0, 3peN: n>p = |u, —a|<$ (9a)

n—oo

sse V9>0, IpeN:n>p = u, €la—d,a+][. (90)
Abreviadamente, escrevemos

thlnun:a ou Uy — @
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Da defini¢ao (9b) sai que, quando lim u,, = a, é possivel “colocar” todos os termos da
n

sucessao num intervalo aberto centrado em a com amplitude arbitrariamente pequena,

a excepgao, possivelmente, de um numero finito de termos (aqueles até a ordem p,

inclusive).

Se uma sucessao (uy, ), converge para algum a € R, diz-se que (uy)n, é convergente. Caso

contrario, diz-se que (uy), é divergente.

Teorema 3 [Unicidade do limite]

O limite de uma sucessao convergente é tinico.

Demonstragao:
Seja (uy, ), uma sucessdo convergente. Suponhamos limwu, = a e que limw, = b, para certos
n n

a,b € R, e mostremos que tem que ser a = b. Seja entdo § > 0, arbitrério. Da definigao (9a),
conclui-se que

pa,pp EN: n>py = |up—a|<d§/2 N n>py, = |u, —b|< /2.
Pondo p = max{p,,ps}, conclui-se que
n>p = (|up—a|<d/2 N |u,—b|<d/2),
donde, para n > p, podemos escrever
|[b—al=|b—up+u,—al|<|u,—b|+|u,—al|< §/2 + /2 =,

resultando
Vo >0, |b—a|<é

e, portanto, tem que ser b =a. |

Teorema 4

Se (uy), converge para a entao toda a sua subsucessao converge também para a.

Demonstragao:
Seja (up)p uma subsucessao de (uy,),. Como limu, = a, dado § > 0 arbitrério,
n

dpeN: n>p = |u,—al|<0d

E pelo facto de a subsucessao possuir uma infinidade de termos com ordens crescentes, existe

uma ordem n, na subsucessao tal que n; > p, tendo-se também

np >n, >p = |uy, —a|<d.
Logo limu,, =a. |
P

Consequéncias

Dos Teoremas 3 e 4 extraem-se algumas consequéncias especialmente uteis.

1) Se (up)n possui uma subsucessao divergente entao (uy), ¢ também divergente.
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2) Se (up)n possui duas subsucessoes convergentes para limites diferentes entao (uy, )y

é divergente.

3) Se (upn)n ¢ uma sucessdo convergente possuindo uma subsucessao de limite a entao

limu, =a.
n
4) Se limu, = a entdo, para todo k € N, limu,1x =a. ]
n n

Teorema 5
Toda a sucessao convergente é limitada.

Demonstragao:
Seja (un)n uma sucessdo convergente tal que limwu, = a. Da definicdo (9a-b), tomando em
n

particular 6 = 1, sai que
Idp eN: n>p = |u, —a|<1,

donde
up€la—1,a+1[, Vn>p;

e todos os termos da sucess@o a partir da ordem p; estdo no intervalo |a — 1,a + 1[. Ficaram
fora do intervalo, eventualmente, apenas os termos da sucessao até a ordem p;, que constituem
um conjunto finito. Entao, pondo S = {uq, ug, ..., up,,a —1,a+ 1}, e definindo m = min S e
M = max S, podemos concluir que

up € [m,M], VnéeN,
significando que (uy), é uma sucessao limitada. [ ]
Observagao 2

(a) Do Teorema 5, resulta que toda a sucessao nao limitada é divergente.

(b) A reciproca do Teorema 5 ¢é falsa, isto é, nem toda a sucessao limitada é conver-
gente.
Basta pensar na sucessao definida por u,, = (—1)", n € N, que é limitada mas divergente.

(c) Mas toda a sucessao limitada e mondtona é convergente, como estabelece o Teo-

rema 6 que enunciamos a seguir. [ ]

Teorema 6

Toda a sucessao limitada e mondtona é convergente. Mais especificamente:
(a) se (up)n € limitada e crescente entdao lim w, = sup {u, : n € N};
n—oo

(b) se (un)n é limitada e decrescente entao lim w, = inf {u, : n € N}. [
n—oo

Demonstracao:
(a) Seja (uy, ), uma sucessdo limitada e crescente.

Entdao u; <ug <--- <wup <--- e U ={uy,ua,...,uy...} é um conjunto limitado. Seja
a = sup {u, : n € N} e mostremos que lim w, = a. Considere-se § > 0, arbitrario. Como a é

n—oo
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o supremo de U, ele é o menor dos majorantes de U, pelo que a — § ndo é um majorante de U,
uma vez que a — 6 < a. Consequentemente,

IpeN: a—-0<u,.

Como (uy,)n, é crescente, tem-se ¢ — 3§ < up < Upy1 < Upyo < --+, ou seja a — 0 < Uy, para todo

n > p. Temos entao n > p = a— 6§ < u, < a < a—+ J, resultando, de facto, que lim u, = a.
n— 00

A demonstragdo de (b) é semelhante. |

Consequéncia

Dos Teoremas 2 e 6 resulta que, se uma sucessdo monoétona, (uy)n, possui uma sub-
sucessao limitada entao (uy,), é convergente. De facto, do Teorema 2 sai que (up), é
limitada. Sendo limitada e monétona, (uy,), é convergente, como garante o Teorema 6.

[ |

Estamos agora em condigoes de apresentar o seguinte resultado.

Teorema 7 [Bolzano—\Weierstrass|

Toda a sucessao real limitada possui uma subsucessao convergente.

Demonstragao

Seja (uy),, uma sucessao real limitada. Pelo Teorema 1, a sucessao (uy,),, possui uma subsucessao,
(unp)p, que é monétona. Pela Propriedade 1(a), tal subsucess@o é também limitada. Sendo

limitada e mondétona, a subsucessao (unp)p é convergente. |

1.4 Propriedades aritméticas dos limites

Vejamos agora alguns dos resultados mais simples sobre limites envolvendo as operagos
aritméticas e a relacdo de ordem nos reais. Comecamos com um resultado muito 1til

para o calculo de limites.

Teorema 8
Se limu, = 0 e (vy,), é uma sucessao limitada entao lim (u,vy,) = 0.
n n
Demonstragao:
Por um lado, existe L > 0 tal que |v,| < L, Vn € N.
)
Por outro lado, dado arbitrariamente ¢ > 0, existe também p € N tal que n >p = |u,| < —.

L
Entao, para n > p, tem-se sucessivamente

|unvn| - ‘un‘ |Un| S EL = 6a

resultando que a sucessao (u,vy,), converge para 0. [ |

Teorema 9 [Propriedades aritméticas dos limites]
Sejam (up)n € (v)n duas sucessoes convergentes, tais que limu, = a e limv, = b.
Entao: " "

(a) liTan (up +vn) =a+b; (b) liTan (up, —vp) =a—b;

(¢) lim (upv,) = ab; (d) lim () = % , sempre que b#0.



Demonstragao:

(a)

Dado 0 > 0, qualquer, existem p1,ps € N tais que

1) 5
n>p = |un—a|<§ A n>py = |vn—b|<§.

Entao, pondo p = max{pi,p2}, para n > p, tem-se sucessivamente

6 0
|(un+Un)*(a+b)|§|Un*a‘+|”n*b‘§§+§:6

e conclui-se que a sucessao (u, + vy,), converge para a +b.
Exercicio. Seguir o raciocinio usado para demonstrar (a).
Considere-se a nova sucessao (z, ) definida por

Zn = Up Uy, —ab, ¥Yn €N,

Tem-se
Zn = Up Uy — Upb + upb —ab = u, (v, —b) + (uy —a)bd.

Por (b), sai que lim (u, —a) =0 e que lim (v, —b) =0.

Pelo Teorema 5, sendo (u,), convergente, ela é também limitada. E como a sucessao
constante de termo geral igual a b é também limitada, do Teorema 8 conclui-se que
lim uy, (v, — b)=0 e que lim (u,, — a)b = 0. Logo lim z,, = 0, ou seja, lim u,v,, = ab.

n n n n

Considere-se a nova sucessao (wy, ), definida por

wn:u—n—g, Vn € N.
v, b
Tem-se b .
Uy — AUy,
nziz b n — n) 37 -
w bor (bu av )bvn

1
Por (a) e (¢), sai que lim (bu,, — av,) = 0. Vejamos que a sucessao (b) é limitada.
n U/,

De facto, como lim bv,, = b2, tem-se que
n

¥6>0,PpeN: n>p = |bv, —b*| <4

Em particular para § = b%/2, existe p; € N tal que
2 2 2 9

n > :>b—<bv < — = bv >b—>0:0<i<—
q 2 STy "7y bo, b2

1 2
A partir da ordem ¢, exclusive, todos os termos da sucessao <) estao em }O, 02 [
Un )

Ficaram de fora, eventualmente, os termos até & ordem ¢. Pondo
1 1 1 2
M=max< —,—,...,—, = ¢,
X{bvl bus " by, b2}

1
< M, pelo que (b) é limitada. Pelo Teorema 8, resulta entdao que
Vn ),

a

tem-se

boy,

lim w, =0, ou seja, que lim — =
n n. Unp
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Teorema 10 [Permanéncia do sinal]

(a) Se (up),, é uma sucessao convergente para a, com a > 0, entao existe uma ordem

a partir da qual todos os termos da sucessao (uy),, sao positivos.

(b) Se (un),, ¢ uma sucessao convergente para b, com b < 0, entao existe uma ordem

a partir da qual todos os termos da sucessao (uy),, sa0 negativos.

(c) Sejam (uy),, e (vp), sucessoes convergentes tais que limu, = a, limv, =b e que,
n n

a partir de uma certa ordem, se tem u, < v,. Entdo a <b.

(d) Sejam (uy,),, e (vy), sucessdes convergentes tais que limu, = a, limv, = b, com
n n

a < b. Entao existe uma ordem a partir da qual se tem u,, < v, .

(e) Seja (uy), uma sucessao convergente tal que liTan u, = a e, a partir de uma certa

ordem, se tem u, < b. Entdao a <b.

Demonstragdo:

(a) Dado 6 > 0, arbitrério, existe p € N tal que n >p = |u, —a| <9J.
Em particular para § = a, existe p* € N tal que n >p* = 0< u, < 2a.
Logo w,, > 0 para todo n > p*.

(b) Exercicio. Seguir o raciocinio de (a), tomando agora § = —b.

(c¢) Exercicio. Supor a > b e aplicar (a) a sucessdo (un — vp),,, Chegar a um absurdo.

(d) Exercicio. Aplicar (c) as sucessoes (uy),, € (vp), com v, =b, Vn € N. [ |

Teorema 11 [Sucessdes enquadradas]

Sejam (uy),, € (wy), sucessoes convergentes tais que limu, = limw, = a. Seja (v,),
n n

outra sucessao tal que, a partir de uma certa ordem, se tem u, < v, < w, . Entao (vn)n

também é convergente e limv, = a.
n

Demonstragao:
Seja & > 0, arbitrario. Por hipdtese,

35, eN: n>s = |Ju,—a|<J AN n>q = |w, —a|] <.
Por outro lado, também por hipétese,
dreN: n>r = u, <v, <w,.
Seja p = max{r,s,q}. Para n > p, tem-se
a—90<up, <v, <w, <a-+d.

Consequentemente,
V6>0,3peN: n>p = |v, —al <o

ou seja, limv, =a. |
n
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Exercicios

1. Que pode dizer de limwu, em cada um dos seguintes casos:
n

(
b, com b+a;
(b) (un), possui duas subsucessoes convergentes para a;
(c) (up), ¢étal que (u2y), e (u2,—1), convergem para a;
(d) (un), ¢é decrescente e u,, > —70, Vn € N;
(e) (un), ¢ crescente e de termos negativos;
(f) (un), ¢ alternada e convergente;
(g) (un), ¢ mondtona e (usy), converge para a;
(h) (upn), € uma sucessao crescente em ]2, 5].

2. Calcule, caso exista, o valor de

lim

1 1 1
+ + ot YV—_— .
n <\/n4+1 vVnt+2 \/n4—|—n2>
[E erro frequente dizer-se que o limite proposto vale 0] [

1.5 Sucessao de Cauchy

Falaremos agora de um conceito novo que, em R, permitird decidir se uma sucessao é
convergente, sem conhecer o seu limite. Dada uma sucessao (un)n , dizemos que (uy,),,
é uma sucessao de Cauchy quando todos os termos da sucessao estao arbitrariamente
préximos uns dos outros, desde que se escolha uma ordem, na sucessao, suficientemente

grande, isto é, quando
V6 >0, IpeN: m>p, n>p = |upy — uyp| < 0. (10)

Vejamos como se relacionam os conceitos de sucessao convergente e sucessao de Cauchy,

através dos seguintes resultados que passamos a apresentar.

Teorema 12
Se (up),, € uma sucessdo convergente entao (uy),, € sucessao de Cauchy.
Demonstragao

Suponhamos que (uy),, ¢ convergente com limu, = a, para certo a € R. Da definicdo (9a-b),
n
vem que

1)
Vé>0,IpeN: n>p = |un—a|<§.
Consequentemente, para n > p e m > p, vem
)
[t — un| < |um —al + Ju, —a| < 3 + 5 = ]
e conclui-se que (uy),, ¢ de Cauchy. [ |
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Teorema 13

Se (up),, ¢ uma sucessao de Cauchy entao (uy),, é limitada.

Demonstragao
Por hipétese, para a sucessao (u,),, , vale a condigao (10). Em particular, para 6 =1,

PpeN:n>p, m>p = |um —uy| <1.
Fixando n = p, resulta que

m>p = |upn—upt1| <1
= Um €]upy1 — Liupyr +1[,

significando que todos os termos da sucessao, & excepcao possivelmente dos p primeiros, estao em
Jup+1 — L upy1 + 1[. Pondo U={uq, u1, ..., up, upt1 — 1, upy1 + 1}, que é finito, e definindo

a =maxlUf, 6 =minl,

tem-se entao
un € o, B8], YneN,

concluindo-se que (uy),, ¢ limitada. [

Teorema 14

Seja (up),, uma sucessao de Cauchy possuindo uma subsucessao (unp)p convergente para
a € R. Entao (uy),, também é convergente para a € R.

Demonstragao

Seja 6 > 0 arbitrario. Por um lado, como (u,),, ¢ uma uma sucessao de Cauchy, da defini¢ao
(10) sai que

[NJ ST

PpeN: m>p, n>p = |um —uy| <

—~

Por outro lado, como (uy, ), é convergente para a €R, da definicao (9a-b), sai também que

)
JgeN: k>q = |unk—a|<§.

Consequentemente, para n > p, ng > p, k > ¢, tem-se

[un, —al < up —up, | + Jun, —a

1) )
T
2 + 2 ’
concluindo-se que também (u,,), é convergente para a € R. [ ]

Teorema 15
Se (up),, uma sucessao de Cauchy entao (uy), é convergente.
Demonstragao

Seja (uy),, uma sucessdo de Cauchy. Pelo Teorema 13, a sucessdo (uy),, é limitada e pelo teorema
de Bolzano-Weierstrass, Teorema 7, a sucessao (uy),, possui uma subsucessao (unp)p convergente

para certo a € R.

Pelo Teorema 14, a sucess@o (uy),, é convergente. ]
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Propriedade 2 [Conclus&o]

Em R, uma sucessao é de Cauchy se e s6 se é convergente. ]

A conclusao estabelecida na Propriedade 2 serd usada frequentemente. A vantagem
em usar esta propriedade reside no facto de podermos mostrar que uma sucessao é
convergente, sem conhecer o seu limite que, em geral, é um elemento “estranho” a

sucessao.

Exercicio

Diga, justificando, se cada umas das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa:
(a) se (an)n é decrescente de termos positivos entao (a,), é de Cauchy;

(b) se (an)n 6 tal que {a, :n € N} ={—-1,1} entdao (ay), nao é de Cauchy;

1 u
(¢) se (un)n € (vp)n sdo de Cauchy e tais que |u,—v,| < —, ¥n € N, entdo lim — = 1;
n no Uy

(d) asucessao (1+ (—1)"), é de Cauchy. [

1.6 Estudo de algumas sucessoes de relevo

Vamos dedicar este pardgrafo ao estudo de algumas sucessoes importantes.

Exemplo 5
Consideremos a sucessao definida por a, =1 + + + 4+ — o VneN.

Mostremos que se trata de uma sucessao convergente e 1ntroduzamos 0 nuImero e como

o limite desta sucessao.

(i) (an)n é uma sucessao estritamente crescente, logo a, > a1 =2, VneN.

(77) (an)n € limitada. De facto, comecando por reparar que n! =n(n—1)---2-1 e que,

portanto, n! > on—1 para todo n > 3, podemos escrever

I R R 1
an o= It gt tg Tyt ot

S IS I S

2 2x2 2x2x2 on—1

i
1-= 2"
>

1 n
1— (=
(2 |
= 14— = 142|1-=—] < 3.

Conjugando esta conclusao com o que se viu em (i), sai que 2 < a,, < 3, VneN.
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(731) Por (i) e (i7), a sucessao (an), é convergente (Teorema 6). Designamos por e o

seu limite, a que se chama nidmero de Neper,

= li 1+1+1+ —i—l (11)
=t (Tt )
tendo-se necessariamente 2 < e < 3. Concretamente, tem-se, com cinco casas
decimais exactas, e = 2, 71828 . [ ]
Exemplo 6

1 n
Consideremos a sucessao definida por b, = <1 + ) , VneN.
n

Mostremos que se trata de uma sucessao convergente e vejamos que lim b, = lim ay,
n—oo n—oo

com (ap), a sucessao do Exemplo 5, ou seja que

: 1\"
lim <1+n!> =e. (12)

n—oo

(i) A férmula do binémio de Newton permite escrever

(50

k=0
ou seja,
n
n n! 1
b= > ( k ) kl(n — k) nk’
k=0
1n-1 ln—-1n-2 ln—-1n-2 1
2l n 3! n n nl n n n
ou ainda

(13)

() (20 ()

A expressao obtida em (13) para b, serd extremamente 1til no estudo que faremos

da sucessao (by, ).

(73) (bn)n € crescente. De facto, de (13), sai

b ~ 9411 LI Iy 1 1 2
nl 2! n—+1 3! n+1 n—+1
bt P 2 1"
(n+1)! n+1 n+1 n+1)’

resultando b,41 > b,, uma vez que b,y1 possui mais uma parcela do que b, e

que cada parcela de b,41 é superior a parcela correspondente de b,. Portanto,
b, > by =2, YneN.
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(731) (bn)n € limitada. Da expressao (13) e do que vimos no Exemplo 5, (i), resulta

b, <2 L2 ! 3 15
<2y tgteot < (15)

Consequentemente, 2 < b, < 3, VneN.

(tv) Sendo crescente e limitada, a sucessao (b, ), é convergente (Teorema 6). Vejamos

que o seu limite é igual a e. Por um lado, da condigao (15), resulta que

n—oo n—oo n'

1 1
lim b, < lim (2 +5it o 3l + - ) =e. (16)

Por outro lado, se no segundo membro da expressao (13) considerarmos apenas p

parcelas, com pe{2,3,...,n}, fixo, podemos escrever

a3 () ()
()2 ()

e tomando o limite quando n — +o0o (p fixo), vem

1 1
lim b, >2+ + '—}— —.
p

n—co 3!

Tomando agora o limite quando p — +00, obtém-se

1 1 1
lim b, > lim <2+ + o i +- +> =e. (17)

As conclusoes (16) e (17) asseguram o resultado (12) que pretendiamos demonstrar.

Observagao 3
O resultado do Exemplo 6 estende-se a casos mais gerais. Nao ¢ dificil reconhecer que
(¢f. [1], Cap. II, Parte 1, Secgao 5):

e se (uy), é uma sucessao que tende para +oo e a€R, entdo

Un
lim (1 + O‘) = o (18)
n

Un

e se limu, =400 e (a,), é uma sucessao convergente para a entao
n

lim <1 + an) = e (19)
n Up,
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Exemplo 7

Consideremos a sucessao definida por ¢, = {/a, Vn€N, onde a € RT. Mostremos que

lim {/a = 1. (10)

n—oo
(a) Suponhamos que a = 1.

A sucessao é constante com todos os termos iguais a 1, pelo que a conclusao é

imediata.

(b) Suponhamos, agora, que a > 1.

Trata-se de uma sucessao decrescente, uma vez que
1 1
a>1 = " > = (C/&)”(”+) > (”*&/&)"("Jr) = VYa > "Wa,

e limitada inferiormente, j4 que a > 1 = {/a > 1, VneN. Logo, (c,), é limitada,
tendo-se a > ¥a > 1,Vn € N. Entao (Teorema 6), (c,), é convergente e existe
¢ = lim ¥a = inf { Ya:neN } > 1. Vamos determinar o valor de £ como o
limitg_(igouma subsucessao de (¢y), escolhida convenientemente e necessariamente
convergente para ¢, pelo Teorema 4. Consideremos entao a subsucessao de (¢p)n

constituida pelos termos

11 11 L
a2, as, alz, 20, , antnth)
1 _1_ 1
Atendendo a que se pode escrever AT = n T Ty Vem
1
1 1 1 an
an(ntl) — gn  n+l = T
an+1

Entao (Teorema 9 (d))

: i/
(= lim qrt*tD) = —
n—oo ¢

que d& precisamente £ = 1.

(¢) Suponhamos, finalmente, que a > 1.

Este caso trata-se de maneira semelhante ao caso de (b). ]

Exemplo 8

Consideremos a sucessao definida por d,, = /n, Vn€N. Mostremos que

lim {/n=1. (11)

(1) A sucessao (dy), € crescente, a partir de uma certa ordem, mais precisamente

dp > dpt1, VneN, com n > 3.
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(i)

(iid)

De facto, temos sucessivamente

Yn > "Wn+l — ({l/ﬁ)”(”“) > ("+\1/n7+1)"(”+1)

= n"T>(m+1)"
1 n
<~ n> <1 + ) ,
n
o que é verdade para todo n > 3, como se viu nio Exemplo 6.

A sucessio (dp)y é limitada. De facto, por um lado, n > 1 = n!/? > 1V/" =1,
donde d,, > 1, VneN. Por outro lado, do que se viu em (i), sai d,, < max {dy, dg,ds3}.

Sendo limitada e monétona (ainda que seja a partir da ordem 3), a sucessao (dp)n,
é convergente. Seja ¢ o seu limite. Ter-se-4 £ > 1. Vamos determinar o valor de

¢ como o limite de uma subsucessao de (d,,), definida oportunamente. Seja ela a

sucessao constituida pelos termos 2, v4, V6, ..., X/2n, ... Temos
2
2 = lim (2\”/’ 2n) — lim ¥2n = lim V2 ¥n =1,
n—oo n—oo n—oo
onde, na tdltima igualdade, usdmos o reultado do Exemplo 7. Logo £ = 1. [ ]
Exercicio

Determine, caso exista, lim wu,, , para:
n

1.7

1 n _ 3n n
Unp = - 5 (b) Unp = n_9 ; (C) u, = (1— 5 ;
n+1 n+3 n+ 2

up = Vn?+7  (e) up= ; (f) un:(—l)""%-

Limites infinitos

Dizemos que uma sucessao (un),, tende para +o0o quando todos os termos da sucessao

sao arbitrariamente grandes a partir de uma certa ordem p suficientemente “alta”, isto

é, quando

VA>0, dpeN: n>p = u, > A. (12)

Significa que todos os termos da sucessao, a excepgao, possivelmente, de um ntmero

finito, sdo superiores a qualquer niimero real arbitrariamente grande. Neste caso, embora

(un),,

seja uma sucessao divergente, adoptamos o mesmo tipo de notagdo usada para o

limite real definido em (9a-b), escrevendo

lim u,, = +00 ou Up — +00. (13)
n
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Exemplo 9

(@) lim (n+1) = +o0.
n
Dado A > 0, basta tomar p=[A—1]+1 ( [z] designa a parte inteira de x).
(b) limn? = +oo.
n
Dado A > 0, basta tomar p = [VA] + 1.

(c) liqunf:—koo.

Dado A > 0, basta tomar p = [A%] +1. [

Teorema 16

Toda a sucessao crescente e nao limitada tende para +o00.

Para a demonstracao, cf. a bibliografia recomendada. [ ]

Analogamente, dizemos que uma sucessao (uy),, tende para —oo, quando todos os seus
termos, a partir de uma ordem p suficientemente “alta”, sao negativos e arbitrariamente

grandes em valor absoluto, isto é, quando
VA>0, dJpeN: n>p = u, < —A. (14)

Significa que os termos da sucessao, a excepcao, possivelmente, de um ndmero finito,

sao inferiores a qualquer niimero real negativo, arbitrariamente fixado. Escrevemos
lim u,, = —00 ou Up —> —00. (15)
n

Exemplo 10

() lim @ - n> - .

1
Dado A > 0, basta tomar p = [A—i—Q] +1.

(b) lim (—€") = —o0.
n
Dado A > 0, basta tomar p=[InA]+ 1.
1. (¢)] lim v/—n2 = —c0.
n

Dado A > 0, basta tomar p=[VA3]+1. =

Teorema 17

Toda a sucessao decrescente e nao limitada tende para —oo .

Para a demonstracao, cf. a bibliografia recomendada. [ ]
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Para os limites infinitos valem os seguintes resultados que passamos a enunciar e que

nao demonstraremos (cf. a referéncia bibliografica [5]).

Teorema 18 [Operagdes aritméticas com limites infinitos]

Sejam (uy),, € (vn),, sucessoes reais.

(a) Selimu, = +o00 e (vy),, ¢ limitada inferiormente entdao lim (u, + vy,)
n n

—+00.

(b) Se limu, =+oc0 e existem c€ RT, pe N tais que v, > ¢ para todo n > p entao
n

lim u,,v,, = +o00.
n
(¢) Se existe p € N tal que u,, > 0 para todo n > p, entao

. 1
limu, =0 <= lim— =+o0.
n

nun

(16)

(d) Se existem ceR*' e peN tais que u,, > ¢ para todo n > p e se limwv, =0, entao
n

. Unp
lim — = +o00.
n Up

u
(e) Se (up),, é limitada e limv, = 400, entao lim — = 0.
n n Uy

Observagao 4

Com as devidas adaptacoes, é valido um resultado andlogo ao Teorema 18 para sucessoes

que tendem para —oo (cf. a referéncia bibliografica [5]).

Teorema 19 [Comparagdo de sucessdes com limites infinitos]

Sejam (uy),, € (vp),, sucessoes reais para as quais
dIpeN: u, <wv,, Vn>p.
(1) Se limwu, = 400 entdo lim v, = +oo.
n n

(77) Se limwv, = —oco entao limu, = —co.
n n

Observacgao 5 [Notas finais]

(a) No célculo de limites de sucessoes, algumas indeterminagoes comuns sao

©—00, O0xoo, —, 0°, o, 1%

(b) E 1til saber que (para a demonstracio, ¢f. a bibliografia recomendada):

n

lim — =+o0, VkeR;

non

lim —— = 400, VkeR;

I e = o0 TRER:

lim 22%n 1, sempre que limu, =0 e u, #0, Vn € N.
n un n
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2 Séries de numeros reais

Nesta seccao, vamos lidar com expressoes do tipo
+oo
iUzt U = Y U, (18)
n=1

no sentido de atribuir um significado matematico rigoroso a operacao de adigado com
um numero infinito de parcelas. Comecemos por observar que nao podemos estender
trivialmente as propriedades referidas no Capitulo 1, sobre a adigdo no corpo dos reais
com um numero finito de parcelas. De facto, suponhamos que pretendemos calcular o

valor da soma

“+o0o
S=> (D" =1-14+1-1+1-1+-- (19)
n=1
Associando as parcelas duas a duas, escreveriamos
S=1-D)+1-H)+(1-1)+--- (20a)

e seriamos levados a concluir que S = 0. Se agora destacarmos a primeira parcela e

associarmos as restantes duas a duas, escrevemos
S=14+(-14+1)+(-1+1)+(-14+1)+--- (200)

e j& somos levados a pensar que serd S = 1. E poderiamos ainda destacar simplesmente

a primeira parcela, resultando
S=1-1-141-14---)=1-2S5, (20¢)

donde S =1/2. E entéo claro que estas “manobras” nao levaram a qualquer conclusao
sobre o valor de S. Aquilo que somos levados a pensar é que as referidas propriedades do
Capitulo 1, em particular a propriedade associativa, nao sao validas quando estendemos
a adicdo a um nuimero infinito de parcelas. Para dar sentido a expressao (18), iremos

recorrer & no¢ao de limite, como ficard claro na préxima subseccao.

2.1 Definigoes e consequéncias

Considere-se uma sucessao (un)n de ntimeros reais. A expressao uq +ug+---+u,+-- -,
que representa uma soma com um numero infinito de parcelas, chamamos série numérica

de termo geral u, ou série numérica gerada por u,. Usamos as notagoes

“+00
Zun, Zun, Zun, Zun (21)
n=1 n

n>1 neN

A sucessao (uy),, diz-se a sucessio geradora da série.
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Dada a série gerada por (uy),,, construa-se uma nova sucessao (sy),,, pondo
S1 = U1

So = U1 + U2
§3 = U1 + u2 + u3

Sp=u1 t+uz+ -+ uy

a que chamamos sucessao das somas parciais da série. Dizemos que a série E U,
n>1
é convergente quando a correspondente sucessao das somas parciais é convergente, ou

seja, quando
dSeR: S=lims,. (23)

Escrevemos S = g Uy, € dizemos que S é a soma da série E Uy -
n>1 n>1

Por outro lado, se a série g Uy, nao é convergente, dizemos que ela é divergente.
n>1
Uma série podera ser divergente quando a correspondente sucessao das somas parciais

é nao limitada ou quando oscila entre alguns valores. A ultima possibilidade sera de

excluir quando todos os termos da série tém o mesmo sinal.
Exemplo 11
(a) Consideremos a série Z(—l)”fl.
n>1
A correspondente sucessio geradora é u, = (—1)""1, ¥n € N, e a sucessio das
somas parciais é s,, =1 —1+4+--- + (—1)”_1, VneN. Entao s9, =0 e 59,1 = 1,

pelo que (s ), nao tem limite. Logo, a série é divergente.

1 n
(b) Consideremos agora a série Z (3) .

n>1
n
A sucessao geradora é u,, = 3] VYneN, e a sucessao das somas parciais é s, =
1 /(1) Nt 1 1-3)" 11 1
stz ) -+l 3 = --—=—,Vn € N. Entao lims,, = - =—,
3 <3> <3> 3 1-1 no 3112

e a série é convergente, possuindo soma S =1/2.

(c) Consideremos finalmente a série Z n.
n>1
_1+n

Tem-se up, =n, VneN, e s, =14+2+---4+n 5

, VneN.

Entao lim s, = 400 e a série é divergente.
n
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Das definigoes apresentadas extraem-se as seguintes consequéncias.

Consequéncia 1

Sejam g Uy € E vy, Séries convergentes de somas s e ¢, respectivamente. Entao:
n>1 n>1

(a) a série Z (un, + vp) converge e tem soma s + t;
n>1

(b) a série E auy, converge e tem soma as, Va € R.
n>1

Consequéncia 2

Se a série Z uy, € divergente entao, dado a € R\{0}, a série Z oy, também é
n>1 n>1
divergente.

Consequéncia 3

Sejam Z u, convergente e Z vy, divergente. Entao Z (upn, + vy) é divergente.
n>1 n>1 n>1
Demonstragao

1. Basta atender a que, se (sy), € (tn), forem as sucessoes das somas parciais das séries

E Uy, € E vp, respectivamente, entdo (s, + tn)n serd a sucessao das somas parciais de

n>1 n>1

Z (un+vp) e (asy), ade Z au,. Como lims, = s elimt, = t, vem lim s, +t, = s+t
n n n

n>1 n>1

e limas, = as.
n

2. Se a série Z auy,, com « £0, fosse convergente, também o seria a série Z 1 (auy), ou
n>1 n>1 @
seja, a série Z Uy, contrariando a hipdtese. Logo Z au, é divergente.
n>1 n>1

3. Se asérie E (un~+vy,) fosse convergente, também seria convergente a série g [(wn + vp) — unl,
n>1 n>1

o que é falso. Logo, a série Z (un, + vy,) é divergente.
n>1

Observagao 6

Se as séries E Uy € E vy, forem divergentes, nada se pode concluir, em geral, sobre
n>1 n>1

a natureza da série E (un, + vp). De facto, mais adiante, serd facil reconhecer que as séries

n>1
1 -1 1 1 1
E -, E e g sao divergentes, que a série E - — é convergente e
n n+1 n -+ 2 n n+1l
n>1 n>1 n>1 n>1
1 1
que a série g (n + . 2) é divergente. [ ]

n>1
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2.2 Primeiros resultados sobre convergéncia

Comecamos esta subsecgao com um resultado fundamental, muito 1til no estudo da

convergéncia de séries.

Teorema 20 [Condi¢cdo necessaria de convergéncial
Se a série E uy é convergente entao lim u,, = 0.
n
n>1

Demonstracao

Seja (sp),, a sucessao das somas parciais da série E uy,. Da definigao (23), tratando-se de uma
n>1
série convergente, tem-se lim s, = s, para algum s€R. Como também lims,_1 = s, vem
n n

lim u, = lim (s, — s$p—1) =s—s=0,
n n
completando-se a demonstragao. ]

Em geral, pretendemos estudar a natureza da série g Uy, pelo que o Teorema 20 é 1til
n>1
quando o passamos a seguinte forma equivalente.

Corolario 1 [Condigdo suficiente de divergéncia (ou teste da divergéncia)]

Se a sucessao (up)n, nao tem limite ou se limu,, = ¢, com ¢ # 0, entao a série g Up, €
n

n>1
divergente. [
Observagao 7
O reciproco do Teorema 20 é obviamente falso. Isto é,
limu, =0 =% Z u, convergente. (24)
n
n>1

Cf. o exemplo cléssico do paragrafo 2.3 B, relativo & série harménica (28). [ |
Exemplo 12

(a) Relativamente a série Z (—=1)""! do Exemplo 11, tem-se que Z lim (—1)""! .

n>1 "
3\" 3\"
(b) A série Z <2> é divergente porque lizn <2> = +o0.

(c) A série Z (—1)" senn é divergente porque 7 lim ((—1)"senn).

n>1
1
(d) A série ; 2nT:_ : é divergente porque liyrln Zni =35

(e) Do Teorema 20, nada se pode concluir, por exemplo, sobre a natureza das séries

1 r ., 1 1
Zﬁezﬁ,t]aqueh}an:Oehglnﬁ:O.

n>1 n>1
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Outro resultado muito util obtém-se da definicdo de convergéncia de uma série e da

Consequéncia 4 do Teorema 4 sobre sucessoes, apresentado na Secgao 1.

Teorema 21

Sejam (uy)n € (vp)n duas sucessoes que diferem, quando muito, num nimero finito de
termos. Entao as séries Z Up, € Z v, tém a mesma natureza. [ |

n>1 n>1

Observagao 8

O Teorema 21 estabelece que se uma das séries converge entao a outra também converge
e se uma das séries diverge entao a outra também diverge. Equivalentemente, significa
que a natureza de uma série nao depende dos seus k primeiros termos, por maior que

seja k. [ ]

Exemplo 13

(a) A série Z Uy, COM Uy =

n>1

{ n sen <2006 , ..
é divergente.

(3/2)" sen > 2006

De facto, pelo Teorema 21, conclui-se que a série proposta tem a mesma natureza que a

série estudada no Exemplo 12 (b).

. (=)™ sen <100
(b) A série ; Wy, COM W, = { (1/3)" sen > 100 ¢ convergente.
n>

Do Teorema 21 sai que esta série é da mesma natureza que a série do Exemplo 11 (b). m

2.3 Resultados sobre algumas séries particulares

Vamos agora estudar, a partir da defini¢ao, algumas séries classicas de relevo. Como
iremos ver ao longo desta Seccao 2, o conhecimento da natureza destas séries serd muito

util no estudo de outras séries.
A - Série geométrica

Chama-se série geométrica de razdo r a uma série do tipo

+o0
>t reRr (25)
n=1

1 'n € N, e a sucessdao das somas

A sucessao geradora, (uy)p, ¢ definida por w, = r"~
parciais, (s, )n, é definida por s, =1+7r+ 72+ .-+ 7771 Parar =1 tem-se s, =n e

para r # 1, como também rs, =7 +72+73 +--- 47", sai que s, —rs, = 1 —r", donde

n se r=1

Sn = (26)

1—7"
1.
T e r#
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Da definicao de convergéncia de uma série, do Teorema 20 e do correspondente Corolario

1, sai que:

r=1 = série divergente, porque u, =1,Vn €N, e limu, =1#0
n

(além disso, tem-se lim s, = limn = 400);
n n

r>1 = série divergente, porque limu, = limr" ! = 400
n n
(além disso, como limr™ = 400, vem lim s,, = +00);
n n

r< -1 = série divergente, porque A limu, = lim el

n n

(neste caso, também nao existe lim s,,);

n

‘s 1 . 1
—1<r<1 = série convergente com soma s = T, porque lim s, = 1
—r n

—r
(repare-se que limr" = 0).
n

Conclusao A
A série geométrica de razao r definida pela expressao (25) é convergente se e s6 se |r| < 1.

Em caso de convergéncia, a sua soma é s = 7 .
—r

Exemplo 14

9 n 9 2 n—1 2
(a) Z 3 = B Z 3 ¢é convergente com soma s = 37 2 =2.
n ! 3

n n—1
(b) Z <—i> = —% Z (—i) é divergente porque r = —% e , portanto, |r| > 1.

(_1)n + 4n+1 o .
(C) Z — 5 € dlvergente porque esta série pode escrever-se na forma

Sl 5 6) )

" 4
onde Z <—3> é convergente e Z <3> ¢é divergente
n n

(Consequeéncia 3, Subsecgao 2.1).
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Observagao 9

Mais em geral, uma série geométrica de razao r apresenta a forma
+oo
Zar”'”“, a,r€R, a#0, peN, keZ, (27)
n=p

representando a soma

arPTh 4 qpPtREL g tht2 = gy ptR (1+7r+ 24 ),
+oo +o0o
e tem a mesma natureza que as séries Z e Z r"~1 . Entao a série (27) converge
n=p n=1
1
se e s6 se |r|<1. Em caso de convergéncia, a sua soma é s = arpﬂ“li . ]
—r
Exemplo 15
io ) —§ " é convergente com soma s = 5 —§ i ! = — i
7 & OUT) 1= (=) 2
n=3 7
m
B - Série harmoénica
Trata-se da série
+0c0 1
- (28)
n=1 "
- . 1 ~
com sucessao geradora, (uy)n, definida por u, = —, Vn € N, e sucessao das somas
n
parciais, (8p)n, definida por
=1+ ! + ! + -+ ! (29)
n = 2 3 n’
Vejamos que (sy, ), é divergente, analisando a subsucessao constituida pelos termos
52, 84, S8, 516, S32, ---; S2n,y ...
Atendendo a que
1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + 1+ —l—l
Son — — — — — — — — — “ e -
2 2 " \3 "4 56 78 9 16
+ ! + e+ ! +e 4+ ! + e+ !
17 32 2n—1 41 2n
o1ty iia g e Ly l4n-
2 4 8 16 32 2n 27
conclui-se que lim sg9n = +00, pelo que (sy,), é divergente.
n—oo
Conclusao B
A série harmoénica, definida pela expressao (28), é divergente. [ ]
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C - Série de Riemann

Chama-se série de Riemann (de expoente r > 0) a uma série da forma
+oo

1
Y —  reRrt, (30)
n=1 "
. ~ ) . 1 .
cuja sucessao geradora é definida por u, = —, ¥n € N. A correspondente sucessao das
n
somas parciais, (s,)n , ¢ dada por
1 1 1
(1) Se r =1 entao a série (30) reduz-se a série harménica e, portanto, é divergente.

(77) Se 0 < r < 1 entao

1 1 1
Sp = 1+?+37+.“+ﬁ
1 1 1
to gt (32)

Entao lim s,, = +00 porque, como se viu no paragrafo B sobre a série harmonica,
n

1 1
lim <1 + 3 + -+ > = 400. A correspondente série de Riemann é divergente.
n n

1. (¢i7)] Para r > 1, consideremos a subsucessao de (s, ), constituida pelos termos

$1, 83, S7, S15, S31, ..., Son_1, ... Atendendo a que
UL I
Son _ = N
2n—1 or 3r (271 _ 1)7’

—1+i+l+i+ +l+i+ +1
a or 3 4r e 8" 157

tem-se

1 1 1
son_1 < 142 —422. — 423, — ... ponl.

or 4r 8" (2n —1)r
2 22 23 on—l1
Sy tey ey ey
2 n
2 2\ 2 2\ ° 2\"! L (2T> def
= 1+2T+<2r) +<2r> +"'+<2T> :172:1,0”

27’
Como r > 1, resulta que limw, = 1/(1 — 2/2") e, portanto, (wy), é uma suces-
sao convergente sendo, emnparticular, limitada. Assim, serd também limitada a
sucessao (sgn_1)n. Pelo Teorema 2, sai que (sy), ¢ limitada e, pelo Teorema 6,
sendo monétona e limitada, sai que (s,), é convergente Conclui-se, finalmente,

que, para r > 1, a correspondente série de Riemann é convergente.
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Conclusao C

A série de Riemann (de expoente r > 0), definida pela expressao (30), é convergente se

esbse r>1. =
Exemplo 16
L 2 1 - .
(a) A série E — converge porque E — ¢ uma série de Riemann convergente.
n n
n>1 n>1

1
(b) A série Z NG diverge porque é uma série de Riemann de expoente 1/2.
n

n>1
2V/n5 +3 2V/n5 +3 2 3
(c) A série Z nn—;—\/ﬁ diverge, porque n n—; vn = i + REYGR sendo

n>1

1 . . . 1 . .
E — 73 lma série de Riemann divergente e E —575 lma série de Riemann con-
n>1 n>1

vergente.

8 1 1
(d) A série Z <3n5 + 4n> converge porque Z 5 ¢ uma série de Riemann conver-
n>1 n>1

1 . .
gente e E 476 uma serie geometrlca Convergente.

n>1
]
D - Série de Mengoli (ou telescépica)
Chama-se série de Mengoli a uma série do tipo
+00
> (an—anyy), p>1, (33)
n=1

onde (a,), é uma sucessao qualquer. Para estas séries, é possivel estudar a sucessao
das somas parciais de uma forma muito simples. Consideremos, a titulo de exemplo, a

seguinte série de Mengoli

> (iata) )

Tem-se

SRR S D DA O

S = 3 2 1 375 176
(! N, (1 LY, (! 1
n—2 n n—1 n+1 n n+2)’°

, (35)

ou seja,

2 n+l n+2



donde lims, = 3/2 e conclui-se que a série de Mengoli com a expressao (34) é conver-
n

gente e tem soma S = 3/2. Todas as séries de Mengoli se estudam desta forma.

Para a série com a expressao geral (33), vem

sn = (a1 —apt1) + (a2 — apy2) + (a3 —apyz) + -
+ (ap — azp) + (apt1 — agpt1) + (apt2 — agpia) + -+

+ (an—2 - an+p—2> + (an—l - an+p—1) + (an - an+p) )

ou seja,

Sn=a1+a2+"'+ap—(an+1+an+2+"'an+p)a (36)

pelo que, existe lims, se e s6 se existe lim(ap41 + any2 + - anyp) , OU seja, se e s6
n n
se existe lima, . Entao a série converge quando e s6 quando a sucessdo (ay), também
n
converge, caso em que a soma da série é precisamente o valor .S do limite da expressao

no segundo membro de (36).

Conclusao D
A série de Mengoli definida pela expressao (33) é convergente se e s6 se a correspondente

sucessao (an )y é convergente. Em caso de convergéncia, a soma da série é
S=a+ax+ - +ap,—plima,. (37)
n
[

Exemplo 17
1

Consideremos a série Z ﬁ .
n(n

n>1

Comecemos por verificar que o termo geral da série se escreve na forma

1 A

S D " n Tl EN (38)

com A e B constantes reais a determinar. De facto, a igualdade em (38) é valida quando

1=A(n+1)+ Bn = 1:(A+B)H+A:>{A+B:O :>{A:1

A=1 B =-1

1 1
Entao a série dada é uma série de Mengoli da forma Z ( — ), pelo que
n>1 n ntl

1
n+1

Sp=1 e lims, = 1.

Consequentemente, a série proposta é convergente e a sua soma é S =1.
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2.4 Séries de termos nao negativos

Neste paragrafo, vamos concentrar-nos num tipo particular de séries, a saber
Zun, com u, >0, VneN, (39)
n>1

para as quais a sucessao (sp),, das somas parciais é mondtona crescente, ja que
Sp = Sp_1+Up > Sp_1, VneN.

Da definigao (23) de convergéncia de uma série e dos Teoremas 5 e 6 sobre sucessoes,
sai que uma série do tipo (39) é convergente se e sé se a correspondente sucessao (sy),,

é majorada. De facto,

Zun convergente <= (sy), convergente
n>1
<= (sn), limitada  [porque (s;), é mondtona]

<= (sp), majorada [porque (sy), é crescente] (40)

Esta conclusao é crucial para estabelecer os chamados critérios de convergéncia de uma

série de termos positivos, que se baseiam, exclusivamente, na sucessao geradora da série.
A - Critérios de comparagao

Recorrendo a uma comparacao com o termo geral de uma série conhecida, a aplicacao
de um dos seguintes critérios permite concluir, de forma muito simples, a natureza de

uma vasta classe de séries numéricas.

Teorema 22 [Primeiro Critério de Comparagio]

Sejam E Up € E vy, séries de termos nao negativos tais que
n>1 n>1

peN:n>p = u, <v,.

(a) Se E vy, converge entao g u, também converge.
n>1 n>1

(b) Equivalentemente, se Z uy diverge entao Z v, também diverge.
n>1 n>1

Demonstracao

Sejam (sp),, € (tn),, as sucessoes das somas parciais das séries E Uy, € E vy, respectivamente.
n>1 n>1

Para n > p, tem-se

(ur 4+ Fup) + (Upgp1 + -+ up)
< spt(Vpgr+ oot o)
Sp+itn — tp,

Sn

donde
S < Sp + . (41)
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(a) Se E vy, é convergente entao (t,), ¢ majorada. Por (41), também (s,), ¢ majorada,
n
sendo a correspondente série, E Uy, uma série convergente.

n
(b) Suponhamos agora que Z u, ¢é divergente.
n

Se E v, fosse convergente, por (a), concluir-se-ia que também E vy, seria convergente,

n n

o que ¢é absurdo. Logo, a série Z v, é divergente. [ ]
n
Exemplo 18
2+ (-1)"
(a) Z — 5 ¢ convergente, porque:
n>1
24 (=1)” 3
. # <5, VneN,
n n
3 1 rie de Ri
. Z 5 ¢ convergente, uma vez que Z —3 ¢ uma série de Riemann convergente.
n>1 n>1

1
(b) Z M ¢ divergente, porque

n
n>1
log v/n 1 1
gvn > —, para n>8, ¢ Z — é divergente.
n n n
n>1
- 1 . 1
(¢) Sobre a série E , fazendo a comparacao < —, VYn €N, o Teorema
n+1 n+1 n
n>1
. . ) . - L.
22 nao permite extrair conclusées, uma vez que a série E — ¢ divergente [ ]
n

n>1

Na pratica, nem sempre é facil usar o critério do Teorema 22 porque ele depende forte-
mente de uma comparagao da do tipo apresentado no enunciado. E o caso do Exemplo
18 (¢). Por esta razao, resulta muito 1til o critério que se apresenta a seguir e que se

obtém como consequéncia do anterior, passando a formulacao em termos de limite.

Teorema 23 [Segundo Critério de Comparagao]

. - . . .u
Sejam E Uy € g vy, séries de termos positivos tais que £ = lim —, onde £ € [0, +o0].
n vy,
n>1 n>1

(a) Se £#+0 e ¢# + oo entdo as séries g Uy, € g v, tém a mesma natureza.
n>1 n>1

(b) Se =0 e Z v, converge entao Z U, também converge.
n>1 n>1
Equivalentemente, se £ =0 e Z uy diverge entao Z v, também diverge.
n>1 n>1
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(c) Se bt =+00 e Z v, diverge entao Z U, também diverge.

n>1 n>1

Equivalentemente, se £ = 400 e E Uy converge entao E v, também converge.
n>1 n>1

Demonstracgao

U
(a) Por hipétese, temos que V6 >0, Ip e N:n>p= |— —/

’ < 4, ou seja,
Un,
u
V6>0,peEN:n>p= —0+0< " <5+
Un
. U 3
Em particular, para § = ¢/2, vem que Ip € N, n > p — 3 <2< 5 donde
Un
14 3¢
n>p = §vn<un<5vn
e, pelo Teorema 22, conjugado com as consequéncias estabelecidas na Subsecgao 2.1,
conclui-se que as séries em causa possuem a mesma natureza.

(b) Por hipétese, temos que V6 > 0,Ip € N: n > p = tn < §. Para § = 1, vem que
v
dJpeN:n>p=—= u, <wv,. Pelo Teorema 22, a concluség é imediata.

(¢) Por hipétese, temos que VA > 0,Ip € N : n > p = Un > A. Para A = 1,

Un

Uu ~ /
vemque Ip e N: n>p = = > 1 = v, <u,. Pelo Teorema 22, a conclusio é

n

imediata =
Exemplo 19
1
a é divergente.
(a) Z n+1 &
n>1
1
Como Z L é uma série diver im 2L (- i
— gente e lim = lim =1, o Teorema 23 permite
n>1 " — mon 1
N n

concluir que a série apresentada é divergente.

(b) Z # é convergente.
n>1

1 . . .

Como g — € uma série de Riemann convergente e lim T
n

n>1 —

Teorema 23 permite concluir que a série dada é convergente.

é convergente.

@Y e

n>1

. 1
Vamos comparar com a série E = E 375 due é convergente. Tem-se
n

n
N
n>1 VT n>1

n
V/ 5 5/2 5
lim Vl+n® T — Jim 4 = 7
n 1 n o 14+n5 n V1+nb
n3/2

donde, pelo Teorema 23, sai que a série dada é convergente.
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1
(d) Z AL convergente.

n2
n>1
logn
. n2 . 1 . .
e Por ser lim T = lim logn = +oo e Z — uma série de Riemann convergente, o
n n n

- n>1

n
Teorema 23 nao permite estabelecer conclusdes sobre a natureza da série dada.

logn
2 log n 1
e Analogamente, por ser lim —%— = lim 8% _ e E ~ uma série divergente, o
n n n n
— n>1
n
Teorema 23 também nada nao permite concluir.
logn
2 log n 1
e Mas lim -2 = lim g1 _ 0 e E —— ¢ uma série convergente. Logo, pelo
n 1 n \/ﬁ n3/2
— n>1
n3/2 =

corolario 2, conclui-se que a série proposta é convergente.

B - Critério de D’Alembert (ou da razao)

Este critério é motivado pela simplicidade das séries geométricas, g Qn, COM ap =
n

" ser constantemente igual a r e que

An+1
an

r

—1 que apresentam a propriedade de a razio
convergem quando e s6 quando || < 1. Vamos agora ver que, dada uma série arbitraria

de termos positivos, digamos g uy,, ainda que a razao % nao seja constante, se ela
n
n
tender para uma constante r < 1, entao essa série serd convergente.

Teorema 24

Seja (uy,),, uma sucessao de termos positivos.

u . - )
(a) SedpeN:n>p = "+l < p < 1 entdo a série E u, é convergente.
tn n>1
u . L. .
(b) SedpeN:n>p = "t1 > 1 entdo a série g u, é divergente.
Un

n>1
Demonstracgao

(a) Para n > p e para certo r€]0, 1[, tem-se sucessivamente

1
,,,n+ un+1 ui

Unp+1 Un+1
nt S r = nt S — TS s
Up, U, rm rnt rm

. ~ Up P .
donde se conclui que a sucessao | —-) € nao crescente a partir da ordem p, sendo, por-
n

tanto, uma sucessao limitada, com todos os termos em |0, L], onde L = max {u1, ug, ..., up}.

_u A L.

Entao T—: < L,VYneN, donde u,, < Lr", Vn€N. A convergéncia da série Z Uy, segue
n>1

agora do Teorema 22.

(b) O resultado é 6bvio porque, nas condigoes indicadas, conclui-se que a sucessao (uy),,, de

termos positivos, é crescente, nao podendo ter-se u,, — 0.
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Na generalidade dos casos praticos, revela-se muito mais util a formulacao do resultado

anterior, Teorema 24, em termos de limite.

Corolario [Critério de D'Alembert (ou da razdo)]

Un+1

Seja (un,),, uma sucessao de termos positivos e suponha-se que existe £ = lim .
n

(a)

1.

(©)

(a)

Un

Se ¢ < 1 entao a série g uy, é convergente.
n>1

(b)] Se £ > 1 entao a série Z u, € divergente.
n>1

Se ¢ = 1 nada se pode concluir quanto a natureza da série E Upy.

n>1
Demonstracao
Por hipétese, V6 > 0,dJpeN: n > p = Unt1 —Z’ < 6 donde, para n > p, se tem
Un,
Un+1 1 Un+1 1 f
0< </Ll+6. Parad = 5(1 /), vem que IpeN: n>p=0< <§+§<1,
Un

n
jdque §+ 14 = % — % +/{= % + %, sendo ¢ < 1. Pelo teorema 24, parte (a), conclui-se que

a série em causa é convergente.

Pelo Teorema 10 para sucessoes, sobre a permanéncia do sinal no limite, conclui-se que
unJrl
JgeN:n>q =

> 1. Pelo Teorema 24, parte (b), a série é divergente.

Un
Este caso nao ¢ conclusivo. Basta pensar na série gerada por (uy), com u, = 1/n, que é
divergente, e na série gerada por (wy,),, com w, =1/ n?, que é convergente, para as quais

Exemplo 20

(a)

se tem lim Untl _ lim Yntl _ 1. [ |
no Uy no Wy
(n)?
Z om)] ¢ convergente.
= (2n)!
De facto,
[(n+ 1)!]?
! 1)2 (n!)? (2n)! 1 1
tim 2OEDE gy, (e D7) @) lm A o
n (n!) n 2(n+1)(2n+1)(2n)! (n!)? n 2(2n+1) 4

(2n)!

Pelo critério de D’Alembert, a série apresentada é convergente.

n'I’L
Z — ¢ divergente.
n!
n>1
Como
(n+1)"tt
TN IR0 [ N G 8 R DKL N (550 R Y (SR S
n n" n n*(n+1)n! n n n n ’
n!
pelo critério de D’Alembert, conclui-se que a série dada é divergente. |
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C - Critério de Cauchy (ou da raiz)

Outro critério de aplicacao muito frequente, motivado também pela simplicidade das
séries geométricas, é o que apresentamos neste paragrafo, como consequéncia do seguinte

resultado.

Teorema 25

Seja (uy,),, uma sucessao de termos nao negativos.

(a) SedpeN: n>p = Yu, <r <1 entdo a série Z uy, é convergente.
n>1

(b) Se /u, > 1 para uma infinidade de valores de n entao a série Z u, ¢ divergente.
n>1

Demonstragao

(a) Para n > p e para certo r €]0, 1], tem-se u,, < ™. Como E r" é uma série geométrica
n>1
convergente, pelo Teorema 22, conclui-se que a série E u, é convergente.
n>1

(b) O resultado é 6bvio porque, nas condigdes indicadas, nao se pode ter w,, — 0. ]

O Teorema 25 levanta algumas dificuldades praticas, por nem sempre ser simples esta-
belecer uma relagao do tipo exigido. A sua formulacdo em termos de limite conduz a

um critério de convergéncia de aplicacao verdadeiramente simples.

Corolario [Critério de Cauchy (ou da raiz)]

Seja (uy), uma sucessao de termos nao negativos e suponha-se que existe ¢ = lim /u,, .
n

(a) Se ¢ <1 entao a série Z u, é convergente.
n>1

(b) Se £ > 1 entao a série Z uy, € divergente.
n>1

(c) Se £ =1 entao nada se pode concluir quanto & natureza da série g Up,.
n>1

Demonstragao

(a) Por hipétese, V6 > 0, IpeN: n >p =

Yu, — L] < 4§, donde, para n > p, se tem

1 ¢
0< Yu, <Ll+96. Paraéz%(l—[),saiqueﬂpeN:n>p:>0§ {L/un<§—|—§<l7

jAque d +/0 = % — % + 4= % + g e ¢ < 1. Pelo Teorema 25, parte (a), conclui-se que a
série em causa é convergente.

(b) Pelo Teorema 10 para sucessoes, sobre a permanéncia do sinal no limite, conclui-se que

JgeN, n > q¢ = {/u, > 1. Pelo Teorema 25, parte (b), a série Z u, € divergente.
n>1
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(c) Este caso nao é conclusivo. Basta pensar na série gerada por (uy), com u, = 1/n, que é
divergente, e na série gerada por (w,,), com w, = 1/n?, que é convergente, para as quais
se tem lim \/u,, = lim \/w, = 1. Cf. o Exemplo 8, nomeadamente, a conclusao expressa

n n

pela férmula (11). [

Observagao 10

Na generalidade dos casos praticos, os resultados dos Teoremas 22, 24 e 25 sao aplicados
com base numa majoracao estabelecida a partir de uma certa ordem p€N. No entanto,
tendo em conta o Teorema 21, teria sido indiferente enunciar os referidos resultados
exigindo que a majoracao fosse verificada para todo n € N. Esta 4 uma opcao tomada

por varios autores em diversos textos de Calculo. [ ]

Exemplo 21

(a) A série < T3 > é convergente.
n n

n>1

Como lim { = 0 < 1, o critério de Cauchy permite concluir
n 34 3n n n3 3n

que a série apresentada é convergente.

(b) 1 —|— — é divergente.
n>1
Tem-se lim V2 > 1, pelo que a série proposta é
n
divergente. ]

2.5 Convergéncia absoluta e convergéncia simples. Séries alternadas

Consideremos uma série E Uy cujos termos tém sinal arbitrario. Formemos a corres-

n

pondente série dos médulos, g |un|, que é obviamente uma série de termos nao nega-

n
tivos, para a qual valem todos os resultados apresentados na Subseccao 2.4. Vejamos

que a convergéncia de E |u,| acarreta a convergéncia de E Upy.

n n
Teorema 26

Se a série g |un| é convergente entao a série g u, também é convergente.

n n
Demonstragao
Sejam (sy,),, € (tn),, as sucessoes das somas parciais de Z Up € Z |t |, respectivamente.
n n
Para m > n, tem-se
Sm_5n| = |un+1 +un+2++um‘
< |un+1| + |un+2| + 4+ |um‘ (42)

=ty —tp = |t — |-
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Sendo Z |un| uma série convergente, a sucessao (t), ¢ de Cauchy. Da condicao (42) resulta
n
que também (s,), é de Cauchy e, portanto, a série Zun é convergente. ]

n

Dizemos que uma série g u, € absolutamente convergente quando a correspondente
n
série dos maédulos, g |un|, é convergente.

n

Exemplo 22

(a) Uma série convergente com termos de sinal constante é absolutamente convergente.

1
(b) E (—1)"+t — ¢é absolutamente convergente.
n
n>1

. 1 . .
De facto, a sua série dos médulos, E — , € uma série de Riemann convergente.
n
n>1

senn
(c) E — ¢ absolutamente convergente.
n
n>1

senn 1 1, . .
Como ) = ‘ < —,"neN,e E — € uma série de Riemann convergente, pelo Teorema
n n n

n>1

22 conclui-se que a série dos modulos da série dada é convergente.

- - 5 LR
(d) A série harménica alternada, Z L, nao ¢é absolutamente convergente.
n>1

A correspondente série dos médulos é a série harmonica, g —, que é divergente. ]
o n
Observagao 11
Se uma série é absolutamente convergente entao ela é convergente. Dito de outra forma,

uma série nao pode ser divergente se a sua série dos mddulos for convergente. m

Quando uma série é convergente mas nao é absolutamente convergente, dizemos que ela

é simplesmente convergente.

Séries alternadas
Entre as séries com termos de sinal varidvel, destacam-se aquelas cujos termos sao

alternadamente positivos e negativos. Estas séries apresentam a forma geral

Z(_l)n+1an= ap —az+az—a4+as—---
n

ou (43)
Z(—l)"an: —a1+ay—+as+ag—as+---

n

onde a, > 0, Vn €N, e designam-se por séries alternadas.
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n+1

Quanto a natureza de uma série alternada, pode acontecer que Z(—l) an seja ab-

n
solutamente convergente, quando a corespondente série dos médulos é convergente, seja
simplesmente convergente, quando a série dos médulos é divergente mas a série alternada

converge, ou seja divergente.

Um resultado muito 1til para estudar séries alternadas, sobretudo quando a correspon-

dente série dos moédulos é divergente, é o seguinte.

Teorema 27 [Critério de Leibnitz (condi¢c3o suficiente de convergéncia das séries alternadas)]

Seja (an), uma sucessao decrescente e tal que lima, = 0. Entao a série Z (-1)"*a,
n

n
é convergente.

Demonstragao
Seja (sn),, & sucessdo das somas parciais da série E (-1

n

n+1 a

n»

sn:al—a2+a3—a4+~~~+(—1)”+1an, n € N.

Vejamos que (sy,), ¢ uma sucessao de Cauchy. A ideia é a seguinte (Figura 2): os termos da
sucessao (s,), avancam e recuam, mas a diferenga entre eles é cada vez menor. Isto sugere que
se mostre, de facto, que (s,), ¢ uma sucessdo de Cauchy.

Qg

as
a4

as
a2 |¢

ai

o —
Y

52 S4 S6 te S5 S3 S1

Figura 2: Comportamento da sucessao das somas paraciais da série alternada do Teorema 27
De facto, atendendo a que (a,),, é decrescente e de termos positivos, temos
ay > a2 >ag > -2 ap-1 > 0ap 2 Qpy1 > -+ >0

Entao

0 < [sn41 — Sn |(_1)n+2an+1| =anpy1 < ap

0 S ‘3n+2 - 5n| - |(_1)n+3an+2 + (_1)n+2an+l| = Qp+1 — Ap+42 S Ap+1 S an,

0< [sn43 = 8ul = [(=1)"Mangs + (=1)"Panio + (=1)"2an 4|

Ap+1 — Qpt2 + Apt3 = Gpy1 — (an+2 - an+3) <ans1 < apn

e, mais em geral, para qualquer m > n,

0 S |5m - Sn| - an+1 - an+2 + an+3 -+ (_1)min+1am S an+1 S (279
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donde, resumindo,
0<|sm —$n| <an, VYn,meN, com m>n.

Por outro lado, lima, =0, pelo que
Vo>0,dpeN: n>p=—a, <6.
Conjugando os resultados (44) e (45), vem que

V68>0,3peN: m>n>p=|sy, —sy| <4,

que significa que (sy), ¢ uma sucessao de Cauchy, logo convergente. Consequentemente, a série

Z (—=1)"*! q, é convergente.

n

Observagao 12

O resultado enunciado no Teorema 27 continua valido quando a sucessao (ap)n

é de-

crescente apenas a partir de uma certa ordem p € N. Basta atender ao Teorema 21 e a

correspondente Observacao 8.

Exemplo 23

(_1 n+1

(a) A série Z (Gt do Exemplo 22(d) é simplesmente convergente.
n

n>1

A concluséo é imediata usando, depois do que se viu no Exemplo 22(d), o Teorema 27.

-1 n+1
(b) A série Z (\)f é simplesmente convergente.
n
n>1

Semelhante ao exemplo anterior.

(c) A série Z (—1)"“& é simplesmente convergente.
= n+95

A série dos médulos é divergente, tal como se conclui do Teorema 23, comparando-a com

o - n . . . L ps s
a série harménica. Ponha-se a,, = —— , Vn€N. Tem-se lima, = 0 e, além disso, é facil
n n

+5
verificar que (a,), é decrescente para n > 5, ja que

any1  vVn+1ln+5  [n+1n+5

an n+6 n n n+6

e, portanto,

a1 (n+1)(n+5)?  nd+11n? +35n+25 -1
a2 n(n+6)2  n3+12n2 +36n

Logo, a série dada é simplesmente convergente.

(d) A série Z cos (nm) converge absolutamente.
= log ™ (n)

Atendendo a que cos (nm) = (—1)", ¥n € N, e estudando a série dos médulos, Z Tog " ()
og " (nm

95

,  para todon > 5.

1

?



através do critério de Cauchy, Corolario do teorema 25, sai que

1 1
lim ¢ = lim =0<1
n \/ log™(nm) n log (nm)

pelo que a série dos médulos é convergente. |

Observagao 13

O resultado do Teorema 27 é uma condicao suficiente de convergéncia, pelo que nada se

podera concluir quando falha alguma das hipdteses. Saliente-se, no entanto, que quando

a, —/+ 0, a série alternada ¢é divergente, j4 que também (—1)""!a,, —~ 0 (Corolario

1 do Teorema 20). Os casos mais complexos sao aqueles em que a, — 0 mas nao é

decrescente. Cf. o Exemplo 24.

Exemplo 24

(a)

)
A série Z (—1)"*t nto é divergente.

n
n>1

n+5
Basta atender a que nio existe lim (—1)"** nEo e usar o Corolario 1 do Teorema 20.
n n

,o 1/n? sen par
A série g (-1)""a,, com a,= / 3 b converge absolutamente.
— 1/n® sen impar,
n>

. 1
Basta atender a que a série dos médulos ¢ convergente, uma vez que a, < —,Vn € N, e
n

1 . . - L s
que E — € uma série de Riemann convergente. A conclusao segue do primeiro critério
n>1
de comparacao, Teorema 22. Repare-se que o critério de Leibnitz nao é aplicavel a série

proposta, uma vez que a sucessao (a,), nao é decrescente a partir de ordem alguma.

s 1/n? o
A série E (—1)"*'by, com bn:{ /m” sen bar é divergente.
— 1/n  sen impar,

e Em primeiro lugar, vejamos que a série dos médulos, E b, € divergente.

n>1
De facto, podemos escrever
1 1 1 1 1 1 1 1
by=14 —=+-4—4-F——F—F--= - 4=
72 TEtyteEtytetr T §<2n—1+(2n)2>

1
€ como g é uma série divergente (comparar com a série harménica através do
n—
n>1

s - 1 1 .
segundo critério de comparacao, Teorema, 23) e E (2 )2 = E ﬁ € uma serie conver-
n )
n>1 n>1

gente, a conclusao segue da Consequéncia 3 apresentada na Sl;bsecgéo 2.1.

e O critério de Leibnitz, Teorema 27, ndo é aplicdvel a série alternada porque a sucessao
(bn)n nao é decresente a partir de ordem alguma.
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e No entanto, atendendo a que

1 1 1 1 1 1 1 1
)ty =1 — - 4 4= - -
Z( )" b 3ty @'y Z 2n—1 (2n)2)’
n>1 n>1
conclui-se, novamente pela Consequéncuia 3, que a série alternada é divergente. ]

2.6 Comutatividade de séries

A comutatividade da adicdo com um numero finito de parcelas nao é preservada, como
veremos a seguir, quando passamos a considerar um numero infinto de parcelas. Vere-
mos, em particular, que podemos perder a convergéncia de uma série se tomarmos as

suas parcelas por uma ordem diferente da inicial.

Exemplo 25
Consideremos a série harmonica alternada, que sabemos ser simplesmente convergente

(Exemplo 23(a)). Seja S a soma desta série. Entao

g 1 1 1 n+1 A
mle o= 6
s*3its =l (9)
n>1
e também (Consequéncia 1(b), Subsecgao 2.1)
s_1 1.1 1. 1)+
®__ T4 Z_Z — = 47
2 2 4 * 6 8 Z (47)
n>1

pelo que, acrescentando parcelas nulas na série de (47), vem ainda (Consequéncia 1(a),

Subseccao 2.1)

S 1 1 1 1 1 1"t
— = S — i S 4
5 =0+ 5 +0— 7 +0++0-c+0+ 5 § <0+ ) (48)

Adicionando ordenadamente as séries das expressoes (46) e (48), resulta

35_1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+ (49)
2 3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 8 17

que representa uma série com os mesmos termos da série harmonica alternada da expres-

sao (46), tomados desta vez por outra ordem, com soma diferente da inicial. ]

O Exemplo 25 mostra que uma reordenacao nos termos de uma série simplesmente
convergente pode conduzir a uma série com soma diferente da inicial. O Teorema 28,
que apresentaremos a seguir, estabelece que uma reordenagdo nos termos de uma série
simplesmente convergente pode conduzir também a uma série divergente. Por outro
lado, o Teorema 29 garante que uma reordenagao nos termos de uma série absolutamente
convergente nao modifica a natureza nem a soma da série. Antes de apresentarmos estes

teoremas, vamos introduzir algumas notagoes relativas a uma dada série E Upy.
n>1
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Notacgoes
e Uma reordenacao dos termos de Z Uy é determinada por uma bijeccao 1) : N — N,
n>1
pelo que a nova série obtida da reordenacao representa-se por Z Uy (n)-
n>1

e Com os termos positivos de (u, ), formemos a série Z pn, dita a parte positiva da série,
n>1
e com os termos negativos formemos a série Z qn, dita a parte negativa, da seguinte
n>1
forma
| up se up >0 ) —un ose up, <0
pn{O se u, <0, q"{ 0 se u,>0.

Tem-se, evidentemente, p, > 0 e ¢, > 0. Além disso, ¢ facil reconhecer que

Un = Pn —qn, ‘Un’:pn+Qn- (50)
Note-se, agora, que:

(a) se g u, é abolutamente convergente entao convergem g D € g Qn;
n>1 n>1 n>1
de facto, da convergéncia de Z |un| e da segunda igualdade em (50) sai a convergéncia
n>1

de an e de Z Gn, uma vez que p, < |u,| e que g, < |u,| (Teorema 22);
n>1 n>1

(b) se Z Uy € simplesmente convergente entao divergem Z D € Z Gn;
n>1 n>1 n>1

de facto, convergindo uma das séries, por exemplo Z Pn, da primeira igualdade em (50)
n>1
sairia a convergéncia da outra, ja que g, = p, — u, (Consequéncia 1(a), Subsecgao 2.1) e

da segunda igualdade em (50) sairia a convergéncia de Z |un|, 0 que é absurdo, uma vez
n>1
que a convergéncia de Z U, € simples.
n>1

Estamos agora em condigoes de apresentar os teoremas.

Teorema 28 [Riemann]

Seja Z Uy uma série simplesmente convergente. Entao:
n>1
(a) fixado arbitrariamente um nimero real s€R, existe uma bijecgao ¥ : N — N tal

que a correspondente série E Uy (n) CONVerge e tem soma s;
n>1

(b) existem bijecgoes 1, ¢, 0 : N — N tais que as séries E Uy (n)s g Ugp(n) € E Ug(n)
n>1 n>1 n>1
divergem, com as correspondentes sucessoes das somas parciais a tenderem para

400, para —oo e a oscilar, respectivamente.
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Demonstragao:
Apresentamos apenas um esbogo da demonstracao (c¢f. a bibliografia recomendada para uma de-

monstragao completa). Consideremos entdo uma série E Uy, simplesmente convergente. Tem-se

n>1

que limu,, =0 e que Z Dn € Z g sdo divergentes, com (cf. (b) imediatamente atrds)
n

(a)

n n
lim (py +po + -+ +pp) = 400, lim(=g1 =gz = = gn) = —00. (51)
Fixemos um numero real positivo s, qualquer. Reordenemos os termos da série dada
procedendo da seguinte forma:

e comecamos por somar os primeiros termos de (p,), até & menor ordem, digamos ki,
para a qual se tem, pela primeira vez,

P1+p2+ -+ PRy > S,
o que é possivel pela primeira condigdo de (51);

e em seguida, somamos os termos de (—gy,), até & menor ordem, digamos kg, para a qual
se tem, pela primeira vez,

Pr+p2t - FPe —q1— Q2 Gk < S,
o que é possivel pela segunda condigao de (51);

e somamos novamente os termos de (py),, desde a ordem k; +1 até & menor ordem kg,
para a qual se tem, pela segunda vez,

pr+pet+- - +DPe — @1 — 92—~ Qky T Phy+1 + Pry2 o+ DRy > S

Prolongando este raciocinio, obtém-se a reordenagao procurada. Para a série assim obtida,
a sucessdo (sy), das somas parciais oscila em torno de s, com oscilagoes de amplitude
cada vez menor, convergindo para s. De facto, atendendo a que, ao somarmos um termo
positivo, px,, que provoca uma oscilacao, temos

Sky =8 < Dhy
e que ao somarmos um termo negativo, —qy,, que provoca uma oscilagao, temos

8= Sk, < Qky
vem que, de cada vez que se causa uma oscilagao, seja ela com um termo positivo ou
negativo de (uy )y, temos

|ske - S| < |uke| :

Como u,, — 0, conclui-se que s,, — s.
Somamos primeiro termos positivos até a ordem k; para a qual se tem, pela primeira vez,

p1+p2+-+pr, > 1

De seguida, somamos apenas o primeiro termo negativo, —g;. Agora, somamos novamente
termos positivos até a ordem ko até obter, pela primeira vez,

p1L+p2t Pk — @1+ Pl+1 P2 T+ Dy > 2.
Somamos apenas o segundo termo negativo, —gs, € outra vez termos positivos até obter
D1+ Pk — @+ Pei+1+ Dl — G2 F Dkl T+ Prs > 3.

E assim sucessivamente. Como ¢, — 0, conclui-se que a sucessao das somas parciais da
série resultante desta reordenacao tenderd para +o0.

De maneira semelhante, podemos reordenar os termos da série de modo a que a corres-
pondente sucessao das somas parciais tenda para —oo. Para obter uma série cuja sucessao
das somas parciais oscile em torno de dois niimeros reais, o raciocinio é semelhante. [ ]
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Teorema 29 [Dirichlet]
Sejam Z u, uma série absolutamente convergente de soma s e ¢ : N — N uma bijecgao.

n>1

Entao a série E Uy (n) tamém é absolutamente convergente e a sua soma ¢ igual a s.

n>1

Demonstracao:

Sejam (Sp)n € (tn)n as sucessoes associadas as séries E Uy, € g Uyp(n). Tem-se lims,, = s.
n

(4)

n>1 n>1
Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que u, > 0, Vn€N.
Dada uma permutagao ¢ : N — N, seja m = max {¢(1),¥(2),...,%(n)}. Entdo

ln =Uypa) T Up) T FUpm) Sur+uz+ -+ um < s,

pelo que (t,,), é uma sucessdo majorada, logo convergente, pelo que vimos em (40). Entao
a série E Uy(n) € convergente e a sua soma serd t < s. Por outro lado, também a série
n>1

Zun pode ser vista como uma permutagao de Zuw(n) e sendo a ultima uma série
n>1 n>1

convergente, conclui-se que s < t. Consequentemente, as duas séries convergem e possuem
a mesma Soma.

No caso geral, se (pp)n € (¢n)n forem as partes positiva e negativa de (u, ), entdo, dada

uma bijecgao 1 : N — N, as partes positiva e negativa de (uy(n))n S€Td0 (Py(n))n €

(@p(n))n- Se Z |un| converge, entdo também convergem an e Z gn (cf. o resultado
n>1 n>1 n>1

de (a) antes do teorema 28) e, pelo que vimos em (i), convergem também pr(n) e
n>1

Z Gy (n), tendo-se

n>1

pr(n) = an € qu(n) = ZQn~

n>1 n>1 n>1 n>1

Como |uw(n)| = Py(n) T Qp(n), conclui-se que Z Uy (n) € absolutamente convergente, sendo
n>1

D gy = D Py = D pm) = P Pn— D dn = D Un.

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
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