Capitulo 111

Funcoes: limite e continuidade

Neste capitulo vamos estudar fungoes reais de varivel real, dando particular atencao as

nogoes de limite e de continuidade, bem como aos resultados envolvendo estes conceitos.

1 Nocoes elementares

Genericamente, representamos uma funcao real de dominio D por f: DCR — R. O

contra-dominio de uma tal funcao é o conjunto constituido por todas as imagens de f,

fD)={f(z): zeD}.

Igualdade de funcoes

Duas funcgoes f: D1 — R e ¢g: Dy — R dizem-se iguais quando

Dy =Dy=D A f(z)=g(x), YxeD.

Exemplo 1
(a) As fungoes f(z) = |z|, z € R™, e g(z) = —z, x € R, ndo sdo iguais.
De facto, embora seja f(z) = g(x) = —x, as fungdes tém dominios diferentes.

(b) J4 as fungoes h(z) =|z| x € R™, e j(z) = Va2, z € R, sao iguais.

Repare-se que, para x € R™, vem h(z) = j(z) = —2 > 0.
Vocabulario variado
Uma funcao f: DCR — R diz-se:

(a) majorada quando
dJM eR: Vee D, f(x) <M,

ou seja, quando
IM eR: Vz e D, f(z) €] — oo, MJ;
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(b) minorada quando
dneR: VeeD, f(x)>m, (4a)

ou seja, quando
dnmeR: Ve e D, f(z) € [m,+oo[; (4b)

(¢) limitada quando é majorada e minorada, ou seja quando
Im,M e R: Ve e D, f(z) € [m,M], (5a)
ou equivalentemente, quando

JM eR: VzeD, | f(z)|< M; (5b)

(d) crescente quando
Ve,ye D, x <y = f(z) < f(y); (6a)

em particular, estritamente crescente se
Ve,ye D, v <y = f(z) < f(y); (60)
(e) decrescente quando
Ve,yeD, x<y = f(z) = f(y); (7a)
em particular, estritamente decrescente se

Ve,ye D, x<y = f(x)> f(y); (7b)

(f) mondtona se é crescente ou decrescente; em particular, estritamente mondtona se

é estritamente crescente ou estritamente decrescente;

(g) enquadrada pelas fungoes g e h, tais que D(g) = D(h) = D, quando

Ve e D, g(z) < f(z) < h(x); (8)
(h) par quando
VeeD, —xze€D A f(—x)=f(x); 9)
(i) #mpar quando
VeeD, —xze€D A f(—x)=—f(x); (10)

(j) periddica de periodo T' quando

VeeD, z+Te€D N f(z+T)=f(z); (11)
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(k)

1)

(m)

injectiva quando a objectos distintos em D correspondem imagens distintas em R,

ou seja, quando
Ve,y e D, z#y= f(z)# f(y), (12a)

ou ainda, quando
Ve,ye D, f(z)=[fly) = z=y; (120)

sobrejectiva quando o seu contra-dominio coincide com o conjunto de chegada, ou
seja, quando

VyeR, dJxeD: f(x)=uy; (13)

bijectiva quando é, simultaneamente, injectiva e sobrejectiva.

Exemplo 2

(a)

A funcdo f: R — R definida por f(x) = 2% é par, ndo é periédica, ndo é injectiva
porque f(—z) = f(x), nem é sobrejectiva porque f(R) = [0,4o00| e, portanto,
dado y < 0, nao existe z€R tal que f(x) =y. Além disso, f é minorada mas nao
é majorada. Nao é monétona, embora seja estritamente crescente em [0, +oo[ e

estritamente decrescente em | — 0o, 0].

Sobre a funcdo g : R — R definida por g(z) = senz, podemos dizer que é
impar, periédica de periodo 27, ndo ¢ injectiva porque g(z) = g(x + 27), nem é
sobrejectiva porque g(R) = [—1,1]. Podemos ainda dizer que g ¢é limitada e que
nao é mondtona, embora seja estritamente crescente, por exemplo, em [0,7/2] e

estritamente decrescente, por exemplo, em [7/2, 7] .

Consideremos agora a funcao h: R — R definida por h(x) = 2z + 1. Trata-se
de uma funcao que nao é par, nao ¢ impar, nem ¢é periddica. E injectiva porque
h(z) = h(y) = 22+1 =2y+1 =z = y. Também é sobrejectiva porque h(R) = R.
De facto, dado arbitrariamente y € R, basta tomar x = (y—1)/2 para ter h(z) = y.
Logo, h é bijectiva. Podemos ainda dizer que h nao é majorada nem minorada, e

que ¢ estritamente crescente. |

Restricao e extensao

Sejam f: D — R uma fungao e A, S dois conjuntos tais que A C D C S. Chama-se

restri¢ao de f ao conjunto A & funcao (Unica)

flarA—R talque (f[,)(2) = f(z), Vre A, (14)

e extensdo de f a S a qualquer fungao

ff:S— R tal que [*(z)= f(x); Vz € D. (15)
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Exemplo 3

(a) Consideram-se frequentemente as restri¢oes do seno e do coseno, ambas de dominio

. ™ .
R, aos intervalos {—5, 5] e [0, ], respectivamente.

1
(¢) A funcao f(z) = —, z€R\{0}, pode ser estendida & origem pondo, por exemplo,
T

o % se x#0

0 se x=0

Claro que f admite uma infinidade de extensoes a todo R, diferentes de f*, basta

modificar o valor atribuido na origem. [

Imagem e imagem reciproca

Consideremos uma fungao f: D — R e dois conjuntos A C D e B C R. Chama-se

imagem de A por f ao conjunto
flA) ={f(x): ze A} (16)
e imagem reciproca de B por f ao conjunto
f'B)={zeD: f(z)eB}. (17)

Exemplo 4

Consideremos a funcio f(z) = 22, x €R. Tem-se
f(]_lvl[):[071[7 f([_472]):[0716]7 f(]lv?)]):]l?g]
) ==Ly, -2 =0, =21 = (0,1]) = [-1,1). =

Composicao de fungoes

Dadas f:D — R e ¢g: B — R tais que f(D)C B, define-se a fun¢do composta
gof: D—R por (g0 f)x)=g(f(x)), ¥z e D. (18)

Exercicio Considerar as fungoes

[R—R, f@)=22 @RI —R, g@)=yz
k:Ry — R, k(z)=2? h:Ry — R, h(z)=+v-x
wRy — R, u(z)=—a? iR — R, v(@)=—-Vx.

(a) Determinar o contra-dominio de cada uma delas.
(b) Verificar que nao é possivel definir cada uma das fungoes

kog, hof, gou, uog, uoh, koh, hok, vou.
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(¢) Definir as compostas

fog7 fOU7 foh7 gok7 hOu7 koU? UOk? uoU? UOf? gof'

(d) Verificar que as fungoes fog, fowv e kowv sao iguais entre si mas diferentes da

fungao vok.

(e) Verificar que as fungoes gok, foh e how sdo iguais entre si mas diferentes da

funcao wow.

Inversa de uma fungao

Dadas as fungoes f: D — R e g: B — R, com f(D) C B e g(B) C D, dizemos que g

¢é inversa de f quando go f =idp e f o g = idp, isto é, quando

(gof)(@x)=z, YxreD A (fog)(z)=x, Vz€B.

Exercicio Considerar as fungoes reais de variavel real definidas por

1 _1—|—x

flay)=——, z>1 e g(x) , x>0.

r—1 x

(a) Determinar o contra-dominio de f e o contra-dominio de g.
(b) Verificar que f e g sdo inversas uma da outra.
(c) Justificar que as fungdes f o g e g o f nao sao iguais.

Miaximos e minimos

Dizemos que uma funcao f: D CR — R possui um:
(a) mdzimo local em a € D se

Je>0:Veela—e,a+e[, fz)< fla);

(b) mdzximo absoluto em a € D se

Vee D, f(z)< f(a)

(¢) minimo local em a € D se

Je>0: Ve €la—e,a+e[, f(x)> f(a);

(d) minimo absoluto em a € D se

VeeD, f(z)=f(a)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Um ponto onde a fungao f atinge um extremo diz-se um ponto extremante de f, podendo

tratar-se de um mazimizante ou de um minimizante.
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Exemplo 5

(a) Consideremos a fungao f definida em D = [a, +o0], cuja representagao grafica é

.
.
.
.
.

a I i) I3 Ty Ty x

A fungao f possui méximos locais em a, x2 e x4, que sao f(a), f(xz2) e f(x4),
respectivamente. Nao possui maximo absoluto. Possui minimos locais em x1, x3 €

x5, que sao f(x1), f(z3) e f(x5), respectivamente, e um minimo absoluto em z3.

(b) Consideremos agora a funcao g definida em R, cuja representacao grafica é

y
y=g(z)

X

A fungao g nao possui extremos locais (nem absolutos).

(c) Seja agora a fungao h definida em R, cuja representacao gréfica ¢é

Y

X

A funcao h nao possui méaximos locais (nem absolutos) mas possui um minimo

absoluto na origem, que é h(0). =
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Exercicio

1. Considere as funcoes

f(z) = —2cosz, x€|0,5n],

g(x) = sen (:U - g) , T € [—m4n],

hiz)=1+|x—2], = €[-3,12].

Indique, se existirem, os extremos locais e absolutos de f, g e h.

2. Considere a funcao f: R — R . Esboce o grafico da fungao definida por:

 — |z|
(a) g(a) = f(a) + 2, 7 € B (b) h(z) = f(a+2), z € R;
() i(x) = 2f(2), @ € R; (d) j(@) = f(20), @ € R;
(¢) k(a) = max{f(z),2}, « € R; (1) f(x) = min{f(2),1}, 2 € R.

Analise, graficamente, a paridade e a existéncia de extremos (locais e absolutos) de
cada func¢ao. Para cada uma das funcoes, defina uma restrigao bijectiva e caracterize a

correspondente inversa. [

2 Limite de uma funcao

Nesta seccao vamos estudar a nogao mais importante do calculo — o limite de uma
funcao. No Capitulo I, no contexto das sucessoes de nimeros reais, estudamos a forma
mais simples do limite tratava-se de uma fungao de dominio N e o limite era analisado
para n — +00. Vamos agora estender esta nocao, considerando uma fun¢ao de dominio

D CR, mais genérico, e falando do limite quando x tende para certo a €R ou a = +o0.

2.1 Ideia intuitiva de limite

Dada uma funcao f: D C R — R, vamos interessar-nos por limite de f(x) quando x

tende para a, que indicamos por

lim f(x), (24)

Tr—ra
ou seja, pelos valores que f assume em pontos z préximos de a e ver se, a medida que x
se aproxima de a sem nunca o atingir, tais valores se aproximam, tanto quanto se queira,
de algum numero ¢ €R. Repare-se que, tal ponto a pode pertencer ou nao ao dominio
de f; se pertencer, o valor f(a) que a fungao assume em a nao interfere na existéncia
nem no valor do limite. Tudo depende exclusivamente daquilo que se passa em pontos
T # a nas vizinhangas de a. E assim necessdrio que f esteja definida em tais pontos z a
volta de a, ou seja, que o ponto a possua, nas suas vizinhancgas, pontos z do dominio de

f. Dito de outra forma, é necessario que a seja um ponto de acumulagio de D, a € D’.
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Exemplo 6 [Andlise intuitiva]

Analisemos, intuitivamente, a existéncia de limite na origem para as seguintes fungoes:

h: R — R

f:R — R g:R\{0} — R A0 — 31
r +— 3 r — 3x
r=0 +— 2
Y Y Y
T T T

Para todas elas, 0 é ponto de acumulagao do respectivo dominio. Quando, em particular,
analisamos ili% f(z) ou ili% h(z), em nada interfere o valor f(0) ou h(0). Apenas nos
interessa o que se passa com f, com g e com h, enquanto x — 0 mas sempre x # 0.
Observamos que cada uma das funcoes se aproxima de 0, tanto quanto se queira, desde
que se tome z suficientemente préximo de 0, sempre com x # 0, pelo que somos levados
a conjecturar que seja (¢f. o Exemplo 7 para a prova)

lim f(z) = lim g(x) = lim h(x) = 0. (25)

z—0 z—0 z—0

2.2 Definicao de limite
Seja f: DCR — R uma funcao de dominio D e a um ponto de acumulacao de D.
Dizemos que o nimero real ¢ é o limite de f(x) quando = tende para a, e escrevemos

lim f(z) = ¢, (26)

r—a

se for possivel tornar os valores f(x) arbitrariamente préximos de ¢, desde que o genérico
x se torne suficientemente proximo de a, percorrendo apenas pontos do dominio D mas

sem nunca atingir o ponto a. Simbolicamente,

lim f(a) = ¢ (27)
seesése V6>0,3e>0: (€D AN0<|z—al<e)= |f(x)—L]|<d.
Exemplo 7

Consideremos as fungoes do Exemplo 6. Vejamos que, de acordo com a definigao (27),

se tem 31:13%] h(z) = 0. Seja entao § > 0. Para = # 0, tem-se |h(x) — 0| = [3z| = 3|z — 0],

pelo que, tomando € = §/3, resulta |h(z) — 0| < § sempre que |z — 0| < e.

Analogamente, mostra-se que lim f(z) = lim g(z) = 0, uma vez que as trés funcoes
z—0 z—0

coincidem para x # 0. ]
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Exemplo 8

Seja f(x) = 22, x €R. Mostremos que lin% f(z) = 4. Como
T—r
f(z) 4] =|2* — 4| =]z - 2llz + 2| = |z - 2] =2+ 4| < |z — 2| (]2 — 2| +4)

ter-se-4 |f(x) — 4| < e(e +4) = €2 + 4e, sempre que |z — 2| < . Consequentemente,
dado 6 > 0, arbitrario, basta tomar € > 0 tal que €2 4 4e = §, ou seja, e = —2+ /4 + 0,

para que se cumpra a condic¢do (27) com a =2 e ¢ = 4. [

2.3 Propriedades do limite

Usando a defini¢ao (27) de limite, estabelem-se alguns resultados fundamentais, entre

os quais destacamos as seguintes.

Teorema 1 [Unicidade do limite]
Sejam f: DCR— Reae D' Se liin flx)="11e lign f(z) = £y entdo {1 = L.

Demonstracao
Seja d > 0, arbitrdrio. Por um lado, por ser lim f(z) = ¢, da defini¢ao (27), sai que
r—a

)
30&>0:(:L'ED/\O<|:L'7(1|<O[):>|f(z)7€1|<§. (28a)

Por outro lado, por ser lim f(x) = {2, sai que
r—a

5
35>0:(zED/\0<|z—a|<ﬂ):>|f(z)—€1|<§. (28b)
Seja e = min{a, f}. Paray € D e 0 < |y — a| < ¢, valem simultaneamente as condi¢oes (28a-b).

Logo,

o 9
o= L] = [ = fy) + fy) = L] < [fy) =l +f(y) — L2 < 5+ 5 =06,
donde
|€17€2|<5, Vo >0
e, consequentemente, {1 — 5 = 0, ou seja, {1 = l5. |

Teorema 2 [Mantém-se o limite para restri¢oes|
Sejam f: DCR — R,a € D'e AC D coma € A'. Se lim f(x) = ¢ entdo também

Tr—a
lim fla(xz) =¢.
Tr—a
A demonstracao é imediata. [

Teorema 3
Sejam f: DCR — R, a€ D’ e A, B subconjuntos de D tais que ac A’ N B’.

Se lim f(x) = ¢1 e lim f(z) = {2, com {1 # {5, entdao nao existe ligl f(x).

€A z€EB
Demonstragao
Basta conjugar os Teoremas 1 e 2. |
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Exemplo 9

2]

(a) Seja f(z)=—, x#0.

x

Nao existe lir% f(z), porque (Teorema 3)
T—r

lim f(z) =lim1=1 e lim f(z) = lim(—1) = —1.
2y e e

(b) Seja h(z) = sen (i) .z € R\{0}.

SRS
S|w

Nao existe lir% h(z). De facto, considerando
T—r

1 1
A=qzeRiz=———,neNy, e B=qyeR:y=-—— ,neN,,
Z 4 2nm 5+ 2nm

tem-se 1 1 3
—:z—|—2n7r,n€N e —:—W—|—2n7r,n€N,
r 2 Y 2

donde

1
sen (—) = sen (I + 2n7r) =1, VneN
T 2

1
sen <—> = sen (%T + 2n7r> =-1, VyneN
Y

e, portanto, o limite em causa nao existe, uma vez que (Teorema 3)

lim h(x) =1 e lim h(x) = —1.
Tea TeB
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Exemplo 10

(a)

Y
(z e R\Q)
.oy ] 0 sex2ecQ
Seja j(z) = { |z| se z € R\Q.
(x € Q) X
Tem-se lim j(x), porque
z—0
lim j(z) = 1lim 0 =0 A lim j(z) = lim |z| = 0.
z—0 z—0 z—0 xz—0
zeQ z€R\Q
]
Vejamos que
lim f(x) =0 seesése lim|f(x)]=0. (29)
T—a Tr—a

Da definicao (27), tem-se sucessivamente
lim |[f(z)]=0 < V6>0,3F>0: (xeD A0<|z—a|]<e)= ||f(x)]—-0]|<4d
T—a
— V6>0,3>0: (€D AN0<|z—a|<e)= |f(x)| <
= V6>0,3>0: (r€eD ANO<|z—a|<e)= |f(z)—-0| <

<~ lim f(z) =0
r—a

Seja £ #£ 0. Vejamos que
lim f(r) = ¢ <5 lim | ()] = |¢]. (30)

T—ra

e Basta atender a que a implicacao reciproca ¢é falsa.

1 se x>0

-1 se x<0 a=0.

Considere-se, por exemplo, f(z) = {
Tem-se |f(z)|=1, Vz€R, donde 1in10 |f(z)|=1. No entanto, ndo existe 1in10 f(x), ja que
Tr—r Tr—r

lim f(z) =1 e lim f(x) = —1.
520 520

e Porém, convém notar que, em (30), a implicacao directa é verdadeira.

De facto, atendendo & Propriedade 5 (j) sobre o valor absoluto, Capitulo I, tem-se
@) =] < [f(z) = ¢ (31)
pelo que
lim f(z) =0 < ¥6>0,3c>0: (z€eD ANO<|z—a|<e)= |f(x)—L]<0
r—a
(31

¥6>0,3>0: (ze€D AO0<|z—al<e)= ||f()—]|<0

= lm|f(@x)] =]
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Teorema 4 [Limitagdo de fun¢des com limite]
Sejam f: DCR — R e a € D'. Se existir £ € R tal que £ = lim f(z) entdo a fungao f
T—ra

¢ limitada numa vizinhanca do ponto a, isto é,
M >0, 3e>0: (zeD, 0<|zr—a|l<e)= |f(x)] <M. (32)

Demonstracao
Como lim f(x) = ¢, da defini¢do (27) considerando, em particular, 6 = 1, sai que
r—a

e>0: (xeD, 0<|z—a|<e) = |f(x)—{] <1,
donde, atendendo & condigao (31) , vem também

J>0: (€D, 0<|z—a|l<e) = ||f(x)]-]¢]|<1
= 1< |flx)|—|f]<1 (33)
= [f(x)| <[]+ 1

Basta entao tomar M = |¢| + 1 para garantir que se verifique a condi¢ao (32). [ |

Corolario
Seja f: DCR — R uma fung¢ao que se torna ilimitada em qualquer vizinhanga de certo

ponto a € D'. Entao nao existe £ € R tal que £ = lim f(x). [
T—a

Exemplo 11

a) Nao existe lim .
( ) x z—1lx —1

1
A fungédo f(z) = 1 € R\ {1}, torna-se ilimitada em qualquer vizinhanga do ponto 1.
o

COS T

(b) Analogamente, também ndo existe lim —;
z—0 X

cos T
x € R\ {0}, torna-se ilimitada em qualquer vizinhanga do ponto 0.

x2

A funcao f(z) =

y
y
X
—
~ | W7 X
1 3
Exemplo 1la: f(z) = 72 # 1. Exemplo 11b: f(x) = %, x # 0.
T — T
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Teorema 5
Sejam f,g: DCR - R eacD’. Se lim f(z) =0 e g é limitada em D\{a} entao?
Tr—a

lim f(x)g(z) =0. (34)

r—a

Demonstracao
Como g é limitada em D\ {a}, existe L > 0 tal que

lg(z)] < L, Vo € D\ {a}.
Dado 6 > 0, arbitrério, também §/L > 0. Por ser lim f(z) = 0, resulta que
Tr—a
)

Fe>0: (xeD A |Jx—a|l<e) = |f(z)| < T

Consequentemente, para este €, conclui-se que
)
(xeD AN lz—a|l <e) = |f(z)g(2)] <LZ =0,

o que prova a condigao (34). =

Exemplo 12

1
(a) lim xsen— = 0.
x—0 x

SIS
Bl

Nao existe 1imo sen —, Exemplo 9(b), mas a

r—r i

conclusao é justificada pelo Teorema 5, uma - w
1

vez que —1 <sen— < 1, Vo € R\{0}. \/ \/
x

2 se x =0,

b) Sejam f(z) =3z, z € R, e g(x) =
(b) Sejam f(x) 9(x) 5msex#0.
x
Nao existe il_}mo g(x), porque 31;%1?1) g(x) = i1_>n105 =5e 51;1;1(% g(x) = il_)mo(f5) = —5.

Mas g ¢ limitada, ja que |g(z)| < 5, Vx €R. Pelo Teorema 5, sai que Hn% f(z)g(x) = 0.
z—

(c) Sejam f(z) =3z, x €R, e g(z) = { (1) :2 i Eg,\(@

Nao existe 111% g(z). Mas como g ¢é limitada, pelo Teorema 5, sai que lin}) f(@)g(x) = 0.
xT—r xr—

'Repare-se que a conclusio do Teorema 5 ¢é vélida ainda que ndo exista lim g(x).
r—a

73



Teorema 6 [Aritmética dos limites]

1. (a) Se k é uma constante e a €R entao lim k = k.
r—a

(b) Se a€R entdo lim x = a.

Tr—ra

2. Sejam f,g: D CR — R e a € D'. Suponhamos que existem ¢ = lim f(z) e

Tr—a
m:ilgég(x) Entao:
(a) lm (ftg)(@)=Ctm: (b)) lm (f—g)(a)="L—m:
li =L -m; d) li / _ ! 0
© B (frg)(@)=tm (@ m (@)= sempreque m#0,
Demonstracao

Os resultados 1.(a) e (b) s@o consequéncias imediatas da defini¢ao (27). Os resultados 2.(a)-(d)
podem ser demonstrados seguindo um raciocinio andlogo ao utilizado no Capitulo II para de-
monstrar o Teorema 9, que estabelece um resultado equivalente no contexto das sucessoes (cf. a

bibliografia recomendada, nomeadamente, a referéncia [4]). [

Exemplo 13

1 1
(a) lim <senx+x2 g +7>:O—|—0-I+7:0

z—0

. 1 - . - e
(b) Para calcular lim z* cos =, 0 Teorema 6 néo é aplicavel, por nio existir lim cos —.

z—0 X 1 z—0 x
Mas recorendo ao Teorema 5, ¢ imediato que lim z* cos — = 0.
z—0 x
]
Teorema 7 [Enquadramento]
Sejam f,g,h: DCR — R e a€ D' tais que
flz) <g(x) <h(x), Vze D\{a}. (35)
Se lim f(z) = lim h(z) = ¢ entao também lim g(z) = /.
T—ra Tr—ra Tr—a
Demonstragao
Seja & > 0, arbitrario. Entao:
Ja>0: (z€D A Jxz—a|l <a) = |flz)—L]| <
= —0+L< f(z)<l+0; (36a)
B>0: (z€D A jz—a|l <B) = |h(zx)—L]| <
= —0+L<h(z) <L+ (360)
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Seja ¢ = min{w, 8}. Para © € D e |x —a| < e, valem simultaneamente as condigdes (36a-b).
Logo, atendendo também ao enquadramento (35), resulta que

(zeD AN |r—al <e) = —0+L<f(z)<gx)<h(z)<l+]
= |glx)—1C]| <9

que garante que lim g(z) = ¢ . |
r—a
Exemplo 14
(a) lim z* cos L 0
z—0 \3/5 o

1 1
Tem-se —1§COS(?) <1,x#0, peloque —x4§x4cos(—) <zt x+#£0.
T

\B/E

Como lim (—$4) =0 = lim 2%, o Teorema 7 garante que o limite proposto vale 0.
z—0 z—0
O Teorema 5 teria permitido obter a mesma conclusao.
2 se z € QSL )

(b) Seja f(z) =< 23 se x€Q ", Entdo lim f(z)=0.
|z| se z € R\Q. w0

Para estudar o limite quando @ — 0, é suficiente considerar = €] — 1,1[, tendo-se
xggf($)§|1'|, V$€]71,1[.

Como
lim 2® = lim |z| = 0,
z—0 x—0

o Teorema 7 garante que lim f(z) =0. ]
z—0

Teorema 8 [Permanéncia de sinal]
Sejam f: DCR — R e a€ D’ tais que lim f(z) = ¢ com ¢ > 0. Entao
T—a

Je>0:(zreD ANO<|zr—a|l<e) = f(z)>0. (37)

Demonstragao
Seja § = ¢/2 > 0. Entao existe £ > 0 tal que, para = € D,

0<|zfa|<€:>|f(z)f€|<§:>§<f(x)<3;:>f(x)>0. [
Corolario 1
Sejam f,g: DCR — R eacD'.
(a) Se lim f(x) =/ e lim g(x) = m, com ¢ > m, entao
Tr—a Tr—a
Je>0: (zeD ANO<|z—a|l<e) = f(z) > g(x). (38)

(b) Se f(x) < g(z), Vxe D\{a}, illgf(m) = /(e lim g(x) = m entdo ¢ < m.

r—a
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Demonstracao
(a) Basta aplicar o Teorema 8 a fungao h(z) = f(x) — h(z), x€D.

(b) Se fosse £ > m, pelo resultado da parte (a), concluir-se-ia da existéncia de e > 0 tal que
(xeD AN O<|z—a|<e) = f(z) > g(x),

o que contraria a hipdtese. Logo tem que ser £ < m. |

Exercicios

1. Calcular lim M .
rz—0 1/.%'

. . T+ | . T+ |
2. Calcular, caso existam, lim J e lim J .
z—0 2x z—1 2

. . l—cosx
3. Verificar que lim ——— =
r—0 senx

2006 se x€Q,
2007 se zeR\Q.

Calcular, justificando devidamente, lir% flz)g(z).
r—

4. Sejam f(r) = 2% r€R, e g(z) = {

5. Calcular lim w .
t—0 sent

6. Sejam f(x) =z, z€R, g(x) :{ 1 sexeQ, h(z) :{ 0 sezeZ,

0 sexeR\Q, 1 sezeR\Z.

(a) Determinar o dominio das fungoes definidas por

(b) Verificar que lim @) =0 e que lim J@) =2
=0 g() z—v2 9(x)
(c) Justificar que nao existe lim 9(x) nem lim @
20 f(x) vv2 f()
: L fle) 1 . [fx)
fi 1 —t = lim —= = 1.
(d) Verificar que xirﬁz @) 2 e que lim h@)
h h
(e) Justificar que nao existe lim (z) e que lim hiz) 1

z—0 f(m) r—1 f(.%') -

7. Seja f: R — R tal que

)

‘ <2007, Vo #£0. Sera que existe lin% f(x)?
T—r

Justificar devidamente. ]
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2.4 Limites laterais

No estudo de limites é 1til introduzir a nocao de limite lateral. Na pratica, em virtude
do Teorema 2, ela intervém muitas vezes para mostrar que certos limites nao existem.

Eo que se passa, por exemplo, com a funcao definida por

—1 se x <0,
f(x)—{ 1 se x>0,
para a qual se tem
lim f(z) = —1 e lim f(z) = 1.

z—0 x—0
<0 z>0

Estes limites representam precisamente os limites das restrigoes de f correspondentes
ax < 0eax > 0. Noutras situacoes, pode até existir o limite “completo”, digamos

lim f(x), mas ser conveniente considerar separadamente lim f(z) e lim f(z), o que é
r—ra Tr—a

Tr—a
z<a z>a

possivel desde que a seja ponto de acumulacao, de ambos os lados, do dominio de f.
Estao em causa os chamados limites laterais, que passamos agora a definir.

Sejam f: DCR — R e a€ D/, N D’. Dizemos que o ntimero real ¢ é o limite lateral a
direita de f(z) quando z tende para a (por valores superiores a a) quando for possivel
tornar os valores de f(z) arbitrariamente préximos de ¢, desde que o genérico x se torne
suficientemente proximo de a, percorrendo apenas pontos do dominio D & direita de a
e sem nunca atingir o ponto a. Simbolicamente, escrevemos

lim f(x)=1¢ (39a)

z—at

seesbése V6>0,Fe>0: (reDN0<z—a<e) = |f(z)—L]<d.

Analogamente, para o limite lateral a esquerda de f(x) quando z tende para a (por
valores inferiores a a). Escrevemos

lim f(x)=1¢ (39b)

Tr—a—

seesébse V6>0,3e>0: (r€DAN —-e<zx—a<0) = |f(x)—L]|<d

A existéncia de um limite “completo” pode ser decidida com base nos limites laterais,

através do seguinte resultado.

Teorema 9

Tem-se ¢ = lim f(x) se e s6 se existem e sao iguais a ¢ os correspondentes limites laterais,
Tr—a

isto é,

(= lim f(z) < (lim (x) =€ N lim f(x):€> (40)

T—a z—at T—a~
Demonstragao
(i) Suponhamos que existe ¢ € R tal que ¢ = %1&}1 f(x).
Entao (Teorem 2) 11337 flx)y="~e zlilfh f(x) = £, uma vez que se trata de limites, no

mesmo ponto a, da restricio de f a DN | — 0o,a| e da restricao de f a DN Ja,+o0[,
respectivamente.

7



(i)

Reciprocamente, seja § > 0, arbitrario.

Por um lado, como Ilggf f(z) = ¢, tem-se que
da>0: (z€DAN—-a<z—a<0) = |f(x)—L]|<$
Por outro lado, como Z1_1>r£1+ flz)=2¢,
AB>0: (z€eDA0<x—0a<fB) = |flx)—L]|<$
Consequentemente, para ¢ = min{«, 8}, resulta que
(reDANO<|z—a|l<e) = |f(x)—1L] <

pelo que lim f(x) =¢. m
r—a

Observagao 1

Para os limites laterais valem, com as devidas adaptacoes, os resultados apresentados

na Subseccao 2.3 sobre o limite “completo”. [
Exemplo 15
L N
(a) Nao existe lim — .
T—r T
De facto, lim = m —*= 1 e lm o im To1.
z—0- T z—0- T z—0t T z—0t T

Nao existe lim ———— .
z—0 1 4+ el/m
Repare-se que lim ———— = 1 porque 1/z torna-se ilimitada por valores negativos,
x—0— 1 + el/x

1
1/z 4 tender para 0. Por outro lado, lim ———— = 0, porque
P Ta0t 14 el/® » Pord

1/ torna-se ilimitada por valores positivos, levando também a exponencial e'/* a tornar-

levando a exponencial e

-se ilimitada por valores positivos. |

Exercicios

Estude a existéncia dos seguintes limites:

. |z — 1] . r+ 7
(a) im ——, lim  ———;
z—=1 x—1 T——T7 |£C + 7|
(b) lim e ~1/(@-1) ,  lim e L/t :
r—1 z—0
3r+1 se z>0,
(c) il_)r% f(z), para f(x)=< 50 se © =0,
22 4+1 se z<0;
esen” sex > 0,
(d) lim g(z), para g(x) =< 50 sex =0,
x—0

tg(x + %) sex <O.
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2.5 Limites no infinito

Vamos agora dar significado a expressao lim f(z) quando D é ilimitado inferiormente,
€ A expressao xll)r_{loo f(x) quando D é iliﬁtaoccio superiormente. Dizemos que o nimero
real ¢ é o limite de f(x) quando z tende para —oo, e escrevemos wll)IEloof(CC) =/, se
for possivel tornar f(z) arbitrariamente préximo de ¢, desde que, em DN] — 00, a[, o
genérico x se torne suficientemente grande em valor absoluto. Simbolicamente,

lim f(z)="¢ (41)

T—r—00

seesébse V6>0,3dA>0:(zeD Nx<—-A) = |f(x)—L| <.
De maneira andloga definimos o limite de f(z) quando x tende para +oo,

lim f(z)=/¢ (42)

T—+400

seesése V6>0,dJA>0:(ze€D Nx>A) = |[f(x)—L]|<d.

Observagao 2

Para os limites no infinito valem, com as devidas adaptacoes, os resultados apresentados

na Subseccao 2.3 sobre o limite para x a tender para certo a € R. |
Exemplo 16
. 1 1 . 1 1
(a) xggloo 1+ el/z 2 ¢ xgrzloo 1+ ellz 2

De facto,  — 400 = 1/2 =0 = /" = 1.

(b) Nao existe lim cosxz nem lim cosz.
T—r—00 T—r+00

Sejam A ={x € R: 2 =2km,k€Z} e B={zxeR: z=n+2kn, kc€Z}, ambos ilimi-
tados inferior e superiormente. Tem-se

lim cosz = lim cosx =1 e lim cosz = lim cosx = —1,
xr— — 00 x— 400 T — — 00 x— oo
z€EA z€EA zeB xeB

pelo que nao pode existir nenhum dos limites em causa.

(¢) Em R, também néo existe lim z* nem existe lim z°

T——00 T—r+400

Basta atender a que 22 se torna ilimitado quando x — —oco ou quando = — +o0. |

Exercicio

Determinar, caso existam:

1. (a) lim l; (b) lim l; (¢) lim ; (d) lim ;

r——+o00 I T——00 I Tr——+00 X r——00 €T
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2. (a) lim "% (b) lim "%  (c¢) lim e“senz; (d) lim e®senu;

Tr—r—+00 T——00 Tr—~00 T——00
. . xz
3. (a) lim zsenu; (b) lim ———;
z— oo r——00 T + senx
. 22+ cosx . 223 —sen?z
(¢) lim ———— (d) lim —m——
rz—+00 T4 —senx z—+o00 HeT + cosx

2.6 Limites infinitos

Suponhamos que pretendemos averiguar a existéncia de lim hA(z) e de lim g(x), onde
z—0 T—+00

h(x):%, 2ER\{0},  g(x) =22, zcR.

Como h se torna ilimitada quando x — 0 e g se torna ilimitada quando x — +00, 0s

limites em causa nao existem (cf. o Corolériio do Teorema 4).

y

h(z) = %, zeR\{0} g(z) =2* z€R

No entanto, estas funcgoes tornam-se ilimitadas com um comportamento mondtono,
levando-nos a afirmar que h(z) tende para +o0o quando x tende para 0 e que g(x) tende
para +o0o quando z tende para +o0o . Adoptando a notacao utilizada anteriormente para
o limite, escrevemos

lim h(z) =400 e lim g(x) =+oc.

lim h(z) = + Jim g(x) =+
Tratemos os casos gerais. Sejam f: DCR — R e a€ D’. Dizemos que f(z) tende
para +oo quando x tende para a se for possivel tornar f(x) arbitrariamente grande
desde que z se torne suficientemente proximo de a, percorrendo apenas pontos de D,
mas sem nunca atingir a. Escrevemos

lim f(z) = 400 (43a)

Tr—ra

seesébse VA>0,F3e>0: (re€DAN0<|z—al<e) = f(z)> A
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Analogamente:

lim f(x) = —o0 (43b)

rT—ra

seesése VA>0,F3e>0: (re€eDAN0<|zr—a|l<e) = f(x)<—4;

lim f(z)=+o0 (43¢c)

z—at

seesése VA>0,F3e>0: (reDAN0<z—a<e) = f(x)> A4

lim f(z)=—o0 (43d)

z—at
secesé6se VA>0,3e>0: (zreDAN0<z—a<e) = f(x)< -4

lim f(x) =400 (43e)

r—a

seesése VA>0,F3e>0: (re€DAN—<c<zx—a<0) = f(z)> A4

lim f(z) =—o0 (43f)

r—a~
secesése VA>0,de>0: (xe€D AN —e<zx—a<0) = f(x)< -4

lim f(z)= 400 (439)

T—+400

seesése VA>0,3B>0: (xeD ANx>B) = f(z)>A4;

lim f(z)=—o0 (43h)

r—r-+00

seesése VA>0,3B>0: (reD ANzx>B) = f(zr)<—-4;

lim f(z) =400 (431)

T—r—00

seesése VA>0,3IB>0: (x€ D Nz <-B) = f(z)> A;

lim f(z)=—o0 (43j)

r—r—00

seesése VA>0,3IB>0: (zr€D Nz <—-B) = f(zr)<—-A

Muito brevemente, vejamos algumas propriedades dos limites infinitos.

Unicidade

Se lim f(z) = 400 entdao nao pode ser lim f(z) = —oo nem pode existir £ € R tal que
T—a T—ra

lim f(z) =¢.

r—a

Nao limitacao

Se lim f(z) = +00 entéo f ¢ ilimitada em qualquer vizinhanga do ponto a.
Tr—a
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Permanéncia

Se f(x) < g(z),Vx € D, e lign f(z) = 400 entao liin g(x) = 4o0.

Aritmética

(a) Se lign f(z) = +00 e g é minorada entao lign (f(x) + g(m)) = 4o0.

(b) Se lim f(z) =400 e g(z) >k >0, Vo € D, entao lim f(z)g(z) = +oc.

Tr—a Tr—a
(c) Se f(x) >0, Va € D, entao lim f(z) =0 5 se li ! +
n im = im —— = .
c) Se f(z , Vo , entao lim f(z seesosex_mf(x) 00
d) Se f(x)>k>0,Ver € D, g(x)>0,Vx € D, e lim x:Oentéolim@:—i—oo
(d) : .9 7 : 9
T—a r—a g(m)
(e) Se g(x) nao tem sinal determinado, pode nao existir lim ) .
z—a g(x)
(f) Se f ¢é limitada, com f(z) >0, Vz € D, e lim g(z) = 400 entdao lim J@) =0.
T—ra T—ra g(ﬂj)

Sao validos resultados analogos para —oo em vez de +00 e para a® ou a~ em vez de a.

Exercicios

(a) Calcular, caso existam (comece por fazer um grafico das funcoes em causa):

(i) xll)rfoo (z +senx); (ii) xll)r_{loo (e”‘“2 sen x + 26”32) ;
(iii)  lim e*|senx + cosx|; (iv) lim e*(|cosz|+ |senz|).
r—+00 T——00

(b) Dizer se existe, finito ou infinito, lin% <f(m) + g(m)), para
r—r

fla) = —

>
H,w#O, e 9(56)2{1 ez 20,
X

2 sex <O.

(¢) Em cada alinea, esbocar o gréfico de uma funcao f: R — R satisfazendo as

condigoes indicadas:

(i) f(1)
(i) f(1)

) lim £(z) = 2
z—1
)
(ii) A lim f(x), nem finito nem infinito;
)

f(1) =3,
f(1)=3, lim f(x)=+oc, lim f(z)=0;
z—1t z—1—

T—+00

(iv) Alim f(z), A lim f(x), finitos ou infinitos, lim f(z)= lim f(x)=+o0.
x—0t x—0~ T——00

r—r-+00

(d) Seja f: R — R tal que

f(;) vz € R\{0}.

— 102007 )

Diga se existem, finitos ou infinitos, lim f(z) e lim f(x).
T—4-00 z—0
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3 Continuidade

Vamos agora tratar a nogao de continuidade que, como sabemos, estd extremamente
relacionada com o conceito de limite. Faremos primeiro uma abordagem sobre a con-
tinuidade pontual, isto é sobre a continuidade do ponto de vista local, e passaremos
depois a um tratamento global, onde nos interessaremos pelas propriedades das fungoes
continuas em intervalos.

3.1 Definigoes e primeiros exemplos

Seja f: DCR — R uma funcao e a € D um ponto do seu dominio. Dizemos que f é
continua em a quando
a é ponto isolado de D ou a€ D' e lim f(z) = f(a). (44a)

T—a

Simbolicamente, traduzimos a continuidade de f em a escrevendo que
V6>0,3e>0: (x €D Ajx—a|<e) = |f(z)— f(a)] <9, (44b)

com o significado de que os valores de f(z) se aproximam arbitrariamente de f(a), desde
que o genérico x se aproxime suficientemente de a, percorrendo apenas pontos de D,

nao necessariamente distintos de a. Dizemos ainda que:
e fé continua em A, com AC D, quando f é continua em todo o ponto a € A;
e f é continua quando f é continua em todo o dominio D.

Exemplo 17

(a) As funcoes f e g definidas a seguir sao continuas.

f:Z — R g:[0,2JUj4,6] — R
r — x s
. Y
Yy
[}
[ ]
¢ 6
[ ]
° /
) A .
e| I 3 5 T
¢ 2
[}
[ ]
oda a funcao polinomial, p: R — R, definida como segue, é continua
b) Toda a funca li ial R R, definid 5 {
p(z) = apz"™ + arz" P a4+ 4 a1z +a,, neN (45)

Em particular, toda a funcao constante é continua.

83



(c) As fungoes seno, cosseno, tangente e cotangente sao continuas.

(d) As fungoes €*, x € R, e logz, x € RT, sdo continuas.

~ . 0 se z<0 )
(e) A fungao g: R — R definida por g(z) = { 1 sex>0 © continua em R\{0}.
~ . [0 sexzeQ < )
(f) A funcao definida por h(x) = { 1 se z €R\Q nao é continua em ponto algum.
_ . _J 0 sexecQ , ) -
(g) A funcao definida por k(z) = { z se o €R\Q é continua, apenas, em a = 0.

3.2 Descontinuidades

Da defini¢ao (44a-b) de continuidade, uma fungao f: D CR — R possui uma desconti-

nuidade no ponto a € D quando se verificar uma das duas condigoes seguintes:

e ac D' endo existe lign f(x); (46a)
o ac D existe { = lign f(z) mas ¢ # f(a). (46b)

Dizemos, em particular, que f possui uma descontinuidade removivel, quando

lim f(x)=¢ A (# f(a), (47a)

Tr—ra

caso em que, modificando o valor da funcao no ponto a, seria possivel remover a des-
continuidade, e que possui uma descontinuidade de salto, quando

z—at T—a~

Simbolicamente, traduzimos uma descontinuidade de f num ponto a € D, negando a

afirmacao (44b), ou seja, escrevendo
36>0: Ve>0, Tz €D, |z.—al<e A |f(z:)— fla)| > (48)

Observagao 3
Como consequéncia da defini¢ao (44a), uma fun¢ao nao pode possuir descontinuidades

em pontos isolados do seu dominio. Cf. o Exemplo 17 (a), fungao f. [

Exemplo 18

As funcoes apresentadas a seguir possuem uma descontinuidade na origem. Trata-se de
uma descontinuidade removivel no caso das fungoes f e £ e de uma descontinuidade de
salto no caso das fungoes h e j. Para a funcao g, nao existe o limite na origem porque
a funcao tende para +oo; para a funcao k, nao existe nenhum dos limites laterais na

origem (Exemplo 9 (b)).

84



1 se z#0 /22 se x#0

2 se x=0 0 se =0
T
m se z#0 1;1/96 se r#0
(c) h(x) = (d) j)=4q 'T°
0 sex=0 0 se =0
sen (1/z) se z#0 xsen(l/x) se x#0
(e) k(x)= ) Llz)=
0 se =0 1 se =0
y
2

Exemplo 18 (d), fungao j Exemplo 18 (f), funcao ¢

3.3 Continuidade lateral

A continuidade lateral é uma no¢ao que assume algum interesse quando estao em causa
pontos de acumulagao do dominio da funcao, ji que no caso de pontos isolados, a

funcdo é trivialmente continua, pela prépria definicdo. Assim, dizemos que uma funcao
ffDCR—R¢

e continua a direita no ponto a€ D N D’ quando lim f(z) = f(a); (49a)
T—ra
e continua a esquerda no ponto a€ DN D' quando lim f(x) = f(a). (49b)
Tr—a—

Observagao 4
E 6bvio que uma funcao f é continua em a € D N D’ se e s6 se f é continua & direita e

a esquerda no ponto a. |

Exemplo 19
A funcao j do Exemplo 18 (d) é continua (apenas) a direita na origem. A fungao k do
Exemplo 18 (e) nao é continua & esquerda nem a direita na origem porque nao existe

lim k(x) nem existe lim k(z). [
z—0~ z—0+t
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3.4 Propriedades sobre a continuidade pontual

A partir da definicao (44a-b) e dos resultados apresentados na Secgao 2 sobre o limite

de funcoes, extraem-se os seguintes resultados.

Teorema 10 [Continuidade de restrigdes|
Seja f: D CR — R é continua em a € D. Entao qualquer restricao de f a um

subconjunto do dominio que contenha a é também continua em «.
A demonstracao é imediata. [ ]

Teorema 11 [Limitacdo de fungdes continuas]

Se f: DCR — R é continua em a entao f ¢é limitada em alguma vizinhanca de a, i.e.
Je>0, IM>0: |f(z)] < M, YzxeDNla—e,a+el. (50)

Demonstracao
(i) Se a é ponto isolado de D entdo (a nao ¢é ponto de acumulacdo de D)
Je>0: Ja—¢e,a+e[ND = {a}
e a ¢ o unico ponto de D no intervalo |a —e,a + ¢ [. Para este ¢, basta tomar M = |f(a)| para

garantir que se verifique a condigao (50).

(ii) Se a é ponto de acumulagao de D entdo lim f(x) = f(a) e, pelo Teorema 4 sobre o limite
Tr—a

de fungoes, f é limitada numa vizinhanga de a. |

Observagao 5
Do Teorema 11, sai que se uma funcao f se torna ilimitada em qualquer vizinhanca de

certo ponto a entao f nao pode ser continua em a. E o caso da funcao

1

— se xz#0
flay=3 "
k se x=0

onde k é uma constante arbitraria. Independentemente do valor de k, f nao é continua

na origem, pelo facto se se tornar ilimitada em qualquer vizinhanca de a = 0. |

Teorema 12 [Permanéncia do sinal das fun¢des continuas]
Seja f: DCR — R continua em a € D tal que f(a) > 0. Entéo existe um intervalo
J=la—¢e,a+¢[ tal que f(z) >0, VxeJND.

Demonstracao

(i) Se a é ponto isolado de D entdo e >0: |Ja—e,a+e[ND = {a} e a é o tinico ponto de D

no intervalo |a — €,a + € [. Basta entao considerar J =]a —¢e,a +¢].

(ii) Se a é ponto de acumulacdo de D entao lim f(z) = f(a) e, pelo Teorema 8 sobre a
Tr—a

permanéncia do sinal no limite, nomeadamente pelo Corolario 1, existe um intervalo aberto

centrado em a, digamos J, tal que f é positiva em J N D. |
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Observagao 6

Um resultado andlogo ao do Teorema 12 é igualmente vélido quando f(a) < 0. [

Teorema 13 [Aritmética de fun¢des continuas|
Sejam f,g: DCR — R continuas no ponto a € D. Entao as fungoes f +¢g, f—g, f-g

sao continuas em a e a funcao = é continua em a, desde que g(a) # 0.

Demonstragao
(i) Se a é ponto isolado de D, o resultado é imediato.

(ii) Se a é ponto de acumulacao de D, basta usar o Teorema 6 sobre a aritmética dos limites. B

Observagao 7

Do Teorema 13 sai, em particular, que se f é continua em a, entao também sao continuas

em a as fungoes kf, com k£ uma constante real, e ainda ?, desde que f(a) # 0.

Teorema 14 [Continuidade da fun¢do compostal
Sejam f: DCR —Reg: BCR — R tais que f(D)CB. Se f é continuaem a € D e g

¢ continua em f(a) entdo g o f é continua em a.

Demonstragao

Ponha-se b = f(a). Seja § > 0, arbitrdrio. Como g é continua em b€ B,
Ja>0:(yeBAJy—bl<a) = [g(y) —g(b)] <. (51)
Como f é continua em a € D, para este «,
Je>0: (€D A |z—a|l<e) =|f(x)— fla)| < o (52)
Consequentemente, para este ¢, encadeando as condigoes (51) e (52), resulta
(xeDAN|lr—al<e) = (f(z)eB A |f(x)—b<a)

= [g(f(x)) —g(b)| <4
= (9o f)(x) = (go f)(a)| <o.

Logo, go f é continua no ponto a. |

Observagao 8
O Teorema 14 estabelece que a composta de duas funcoes continuas é uma funcao
continua. No entanto, ainda que f ou g nao sejam continuas, pode acontecer que a

composta seja continua. Consideremos, por exemplo, as funcoes definidas por

{—1 se x € Q, g(m):{Q se € Q,

flz) = 1 se z € R\Q, 3 se r €R\Q,

que nao sao continuas em ponto algum de R. No entanto,
flg(z))=-1,VzeR e g(f(z))=2,VzeR,

pelo que fog e go f s@ao continuas em R. [
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Exercicio
Defina fungoes f,g: R — R nas condic¢oes indicadas e explique porque nao ha qualquer

contradicao com o Teorema 14:
(a) f continua, g nao continua, g o f continua;

b nao continua, g continua, g o f continua. |
g [Y

3.5 Resultados sobre fungoes continuas

As funcoes continuas em conjuntos “especiais” possuem propriedades fortes, que passa-

mos agora a apresentar.

Teorema 15 [Teorema de Cantor|
Seja f: D C R — R uma funcdo continua. Se D é fechado e limitado entao f(D) é

fechado e limitado.
Demonstragao: Omitida. Cf., por exemplo, a referéncia bibliogréfica [4]. [

Exemplo 20
A fungao f(x) =1, Vx € [0,4], é continua. Tem-se D = [0,4] e f(D) = {1}.
A fungao g(x):{ v se z €02

2 se xe[46] é continua em D=0, 2]U[4, 6]. Tem-se f(D)=]0,2].

Teorema 16 [Teorema de Weierstrass|
Se f: DCR — R é continua e D é fechado e limitado entdo f é limitada e atinge os seus

extremos em D, isto é,
Ja,be D: f(a) < f(z) < f(b), Vz e D. (53)

Demonstragao

Pelo Teorema 15, f(D) é fechado e limitado. Por f(D) ser limitado, existem m = inf f(D) e
M = sup f(D), com m < M, pelo que f(D) C [m,M]. Mas m € f(D) pois, caso contrario,
existiria € > 0 tal que Jm — e¢,m + ¢[N f(D) = 0, e concluir-se-ia que f(D) C [m + ¢, M], pelo
que m + ¢ seria um minorante de f(D) maior do que m, contrariando o facto de m ser o infimo

de f(D). Analogamente também M € f(D). Como f(D) é fechado, tem-se f(D) = f(D),
pelo que m, M € f(D), resultando entdo m = min f(D) e M = max f(D). Consequentemente

Ja,be D: f(a)=m A f(b) = M, completando-se a demonstragao. |

Observagao 9

E fundamental que D seja fechado. Consideremos a funcio f (x) =z, z €]0,5], que nao
atinge minimo. Isto acontece porque |0, 5] nao é fechado. Também é fundamental que D
seja limitado. Consideremos a funcao g(x) = x, = € [0,+00], que nao atinge maximo.

Isto acontece porque [0, +oc[ ndo é limitado.
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5 T x

Claro que o dominio pode nao ser limitado ou nao ser fechado, ou a fun¢do pode nao

ser continua mas, ainda assim, os extremos serem atingidos.

e h(x) =senz, z € R, é uma fungdo continua num dominio fechado mas nao limi-

tado; ainda assim, os dois extremos sao atingidos.

e j(x) = |z|, x €] — 3,4] é uma funcao continua num dominio limitado que nao é

fechado; mesmo assim, os dois extremos sao atingidos.

o k(z),z € | — o0,b],
representada na figura
ao lado, nao é continua
e o seu dominio nao é
fechado nem limitado;
apesar de tudo isso, k
atinge os dois extremos.

<....
9P
8

Teorema 17 [Teorema do valor intermédio (Bolzano-Cauchy)]
Seja f: [a,b] C R — R uma fungao continua tal que f(a) # (b). Se k é um niimero real

estritamente compreendido entre f(a) e f(b), entao existe ¢ € |a, b[ tal que f(c) = k.

Demonstracao

Suponhamos que f(a)<k< f(b). Consideremos o conjunto S ={a < a <b: f(x) <k}. Temos
S # 0, ja que a € S, e S limitado porque S C [a,b]. Entdo, em particular, S possui supremo,
digamos M, pelo que S C [a, M]. Como S C [a,b], tem-se a < M < b. Vejamos que f(M) = k.
De facto, se fosse f(M) > k, entdo M > a e da continuidade de f existiria um intervalo
I =]M —¢,M]tal que f(x) >k, Vo € I. Logo SC[a, M —¢[ e M — ¢ seria um majorante de S
inferior a M, contrariando o facto de M ser o supremo de S. Portanto, ndo pode ser f(M) > k.
Por outro lado, se fosse f(M) < k, entdo M < b e novamente da continuidade de f, existiria um
intervalo J = |M, M + «f tal que f(z) < k, Vo € J. Consequentemente, J C S e M nao seria
um majorante de S. Assim, também nao pode ser f(M) < k.

Estd entao encontrado o ponto ¢ nas condigoes pretendidas (¢ = M = sup S). ]

Teorema [do valor intermédio (Bolzano-Cauchy)]
Seja f: [a,b] C R — R uma fungao continua tal que f(a) # f(b). Se k é um nimero

real estritamente compreendido entre f(a) e f(b), entao existe ¢ € |a, b| tal que f(c) = k.

Demonstracgao
Suponhamos que f(a)<k< f(b) e consideremos o conjunto S = {a < x <b: f(z) <k}.
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Temos que S # (0, j4 que a € S, e que S é limitado porque S C [a,b]. Entao, em
particular, S possui supremo, digamos M, pelo que S C [a, M].

Vejamos que f(M) = k. De facto,

(i) se fosse f(M) > k, entao M > a e da continuidade de f existiria um intervalo
I =M —¢e, M| tal que f(x) > k, Vo € I; logo S C [a,M — e[ e M — ¢ seria
um majorante de S inferior a M, contrariando o facto de M ser o supremo de S

portanto, nao pode ser f(M) > k.

(i) se fosse f(M) < k, entao M < b e novamente da continuidade de f, existiria um
intervalo J = |M, M + o] tal que f(z) < k, Va € J; consequentemente, JC S e M

nao seria um majorante de S

assim, também nao pode ser f(M) < k.

Entao f(M) = k e estd encontrado o ponto ¢ nas condigoes pretendidas (¢ = M = sup S).

Do Teorema 17 saem consequéncias importantes, entre as quais as seguintes.

Corolario 1
Se f: [a,b] — R é continua e tal que f(a)f(b) <0 entao existe ¢ € ]a, b[ para o qual

7 =o.

Demonstracao

Basta considerar £ = 0 no Teorema 17. |

Corolario 2

Se f: ICR — R ¢ continua e I é um intervalo entao f(I) é um intervalo.

Demonstragao

Se f for constante, com f(z) =k, Vx € I, entao f(I) = {k} = [k, k]

Suponhamos que f nao é constante. Se f(I) for limitado, ponha-se m = inf f(I) e M = sup f(I).
Se f(I) nao for limitado superiormente, ponha-se M = +oc.

Mostremos que f(I) é o intervalo de extremos m e M. Das defini¢oes, tem-se f(I) C [m, M]
(serd intervalo aberto no extremo infinito). Seja d € R tal que m < d < M. Existem a,b € [
tais que m < f(a)<d< f(b) < M. Pelo Teorema 17 do valor intermédio, conclui-se que existe

¢ € [a,b] tal que f(c) = d. [
Observagao 10

(a) Corolério 1 estabelece que uma fungao continua num intervalo fechado e limitado
nao muda de sinal sem se anular (nao diz qual é o ponto onde a fungao se anula

nem quantas vezes se anula).
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(b)

-1 se z € [-2,0]
1 se ze [1,3],

E fundamental que o dominio de f seja
um intervalo. Consideremos a funcao

)= {

que é continua mas que muda de sinal sem se anular.

Isto acontece precisamente porque o seu dominio nao é um intervalo.

E fundamental que f seja continua. 1/z se z € [-2,0[U]0,2]

Consideremos a funcao g9(z)

1 se ¢ =0,
que esta definida num intervalo e que muda de sinal sem se anular.

Isto acontece porque g nao é continua.

Claro que a funcao pode nao ser continua nem estar definida num intervalo e, no

entanto, anular-se sempre que muda de sinal. E o que acontece, por exemplo, com

y A
k(z) = r sex € [—1,1] ¢ e e °
|l 2 sex€ell,3|U4,6] 1
e 1 3 4 6 =z
—1

mas o Corolario 1 nao se refere a estes casos. Note-se, no entanto, que restrigao

de k ao intervalo [—1,1] j& estd nas condigdes do Corolario 1.

Mais notavel é o caso da fungao h(z) = Set <;> sex 70
0 sex =0

cuja restrigdo a R\ {0} estd representada no Exemplo 9 (b). Esta fungao nao é
continua em intervalo algum do tipo [—a,a|. No entanto, sempre que h muda de
sinal, passa por algum ponto onde se anula, devido ao facto de h “oscilar sem
parar "entre —1 e 1 e as oscilacbes serem tanto mais rapidas quanto mais nos

aproximamos da origem.

A fungao h considerada em (e) mostra que a propriedade enunciada no Teorema 17
do valor intermédio, em particular no seu Corolario 1, nao é exclusiva das fungoes

continuas. =

Exemplo 21

™

Vejamos que a equagao logx = senx + 5 possui uma raiz no intervalo |, 27[.
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De facto, considerando a fungao f(z) = logx —senx — g, x € [m,27], continua, tem-se f(m) < 0
e f(2m) > 0. Logo (teorema do valor intermédio) existe ¢ € |, 27| tal que f(c) = 0, ou seja tal

m
que logc =senc + 3 |

Exemplo 22
Seja f: [0,1] — R uma fungao continua tal que 0 < f(z) < 1, Vz € [0,1]. Vejamos

que f possui um ponto fizo, ou seja que existe ¢ € [0,1] : f(c) = c.

Se f(0) =0 ou se f(1) =1 entdo estd encontrado o ponto fixo ¢. No caso em que f(0) # 0
e que f(1) # 1, tem-se f(0) >0 e f(1) < 1. Considerando a fungao auxiliar ¢g: [0,1] — R,
g(z) = f(z) —x, z€[0.1], obviamente continua, vem g(0) = f(0) > 0e g(1) = f(1)—1 < 0, pelo

que (teorema do valor intermédio) existe ¢ €]0, 1] tal que g(¢) = 0, ou seja, tal que f(¢) =c. ®

Exemplo 23
Todo o polinémio de grau impar possui uma raiz real.

De facto, seja p(z) = ap + a1z + asx® + - -+ + a,z", €R, com n fmpar e a,, # 0 (suponhamos
que é a,, > 0). Entao p é uma fungao continua em R, para a qual podemos escrever

q(x)

tendo-se lim ¢(z) =1 e lim ¢(z) = 1. Como n é impar, resulta lim p(z) = 400 e
r—+00 r——00 r—+00
lim ¢(z)=—o0. Desta forma, existem a,b€R tais que p(a) < 0 e p(b) > 0. Pelo teorema do
T—r—00

valor intermédio, existe c€]a, b tais que p(a) < 0 e p(b) > 0. [

Do Corolario 2 ao Teorema 17 sai que uma funcao continua transforma um intervalo
I noutro intervalo f(I). Esta propriedade nao é exclusiva das fun¢oes continuas. De

facto, por exemplo, para a funcao

fz) = T se 0< <2
V7Y 6—u se 2<x<6 2

tem-se I = [0,6], f(I) =[0,6] e, no entanto, f nao é continua.

Porém, atribuindo a f outra caracteristica — a de ser mondétona — pode garantir-se que

f seja continua. De facto, vale o seguinte resultado.

Teorema 18

Se f: ICR — R é monétona no intervalo I e f(I) é um intervalo, entdo f é continua.
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Demonstracao
Suponha-se que f é crescente. Admitindo que f possuia uma descontinuidade em certo a € I,
nao se poderia ter

¢= lim f(z)= f(a)= lim f(z)=L.

T—a~ r—at

Como [ é crescente, deverfamos ter £ < f(a) ou f(a) < L, ou seja, a funcao deveria apresentar
um salto de ¢ para f(a) ou de f(a) para L. Como f ndo pode decrescer, concluir-se-ia que f
nao poderia, nunca mais, passar entre £ e f(a) ou entre f(a) e L, e f(I) ndo seria um intervalo.

Vejamos agora o que acontece, quanto a continuidade, a inversa de uma funcao continua.
Seja f: DCR — f(D) continua e bijectiva. Define-se a inversa, f~1: f(D) — D, que

pode nao ser continua. E o caso da funcao g e da sua inversa,

() = z+1 se 0<z <1 o ,1(@_ r—1 sel<z<2
g o T se 2< <3 g - T se2 <x<3.

A primeira é continua e bijectiva e a segunda nao é continua.

Y, Yy
3 . 3
.. 2

1

1 2 3 x 3 x

No entanto, se f for bijectiva e continua num intervalo, entdao a inversa também é

continua. O resultado é o seguinte.

Teorema 19 [Continuidade da fun¢3o inversa]
Seja f: I — J uma funcao continua e bijectiva no intervalo I. Entao a sua inversa,

f~t:J — I, é continua.

Demonstragao

Da continuidade de f, sai que J é um intervalo. Por outro lado, a existéncia da inversa de f é
consequéncia imediata da sua bijectividade. Sendo f continua e bijectiva, entao f é monotona.
Como a monotonia se preserva por inversio, f~! também é monétona. Assim, f~':J — I é
uma func¢ao monotona que transforma o intervalo J no intervalo I. Pelo Teorema 18, conclui-se

que f~1 é continua. [

Exercicios

1. Mostrar que a equacio z (senz)'” = (cos )™ possui uma rafz no intervalo |0, 7/2|.
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. Considerar a fungdo polinomial p(z)=3z°+52? —9, € R. Encontrar um intervalo

da forma ]z, z + 1[, com z€Z, que contenha um ponto ¢ tal que p(c) =0.

r+3

. Seja f(x) = ,x#0.

(a) Verificar que f(—1) <0, que f(1) >0 e que f nado se anula em | —1,1].

(b) Justificar que nao hé contradi¢cao com o teorema do valor intermédio.
. Sejag(z) =a2? —dx+3, z€R.

(a) Confirmar que se tem g(0) > 0, g(4) > 0 e g(c) = 0 para algum ¢ €]0,4].

(b) Justificar que nao hé contradicdo com o teorema do valor intermédio.

. Dizer, justificando, se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas:

(a) se f: ACR — R é continua e A é fechado e limitado entao f(A) = [m, M],
onde m < M, m,M € R;

(b) se f: R — R é continua e limitada entao f atinge um maximo e um minimo.

(c) se f: DCR — R é continua e existem a,b€ D e k€R tais que f(a) < k <
f(b), entao existe ce D tal que f(c) =k;

(d) se f: D — R é continua e bijectiva entdo f~1': f(D) — D é continua.
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