Capitulo IV

Derivadas

Este quarto capitulo é dedicado ao estudo das derivadas de funcoes reais de uma variavel
real. A derivada e as suas aplicagoes desempenham um papel fundamental, tanto na
propria Matematica, como noutros dominios aplicados, como a Fisica, a Economia, a

Optimizacao, etc. Trata-se, portanto, de um tépico fundamental da Matemaética.

1 Definicoes e significado geométrico

Sejam f: D CR — R uma funcao de dominio D e a € D um ponto de acumulacao de

. N . , / /
D, quer a esquerda quer a direita, isto ¢ a€ DND, ND”.

A. Derivada num ponto

Dizemos que a funcao f é derivavel no ponto a quando existe (finito) o limite

f/(a) — llm f(x) B f(a’) , (10/)
z—a T—a
a que se chama derivada de f no ponto a. Pondo x = a + h, podemos dizer que x — a

se e s6 se h — 0, resultando

que constitui uma definicao alternativa para a derivada de f em a

Exemplo 1
Seja f: R — R uma fungao derivavel no ponto a. Vejamos quais das seguintes afirma-

¢oes sao verdadeiras ou falsas:

a—x h—0 h ’

h—0 h h—0 h

94



As afirmacoes (a), (b) e (¢) sdo verdadeiras, enquanto que a afirmacao (d) é falsa. Analisemos
apenas as afirmagoes (c) e (d). Tem-se:

fla+2h) = fla+h) fla+2h) — f(a) + f(a) = fla+h)

(¢) lim = lim

h—0 h h—0 h
o [pf@H2m —f@  flath) = fo)
h—0 2h h

h—0 h h—0 h
L fla+2h) — f(a) | fla—h)— f(a)
= )2 2h + —h
= 2f(a) + f'(a) = 3f'(a) =
Exemplo 2

Usando a defini¢ao (1a-b), determinar a derivada (em cada ponto onde ela exista) das

funcGes definidas por:

(a) f(z) =cr+d,zeR; (b) g(m):%, x #0; (c) h(z) = x, xERY;
(d) j(z) = |z|, z€R; (e) k(x) =senz, z € R; (f) ¢(x) = cosz, zER;
(g) p(x) =logx, xeRT;  (h) g(z) =e®, xER; (i) s(z) = 2%, zeR.

Tratemos as alineas (e), (g) e (h).

(e) Para cada x € R, vem

lim

K (x)

y—x
sen
, 2 <y+x> <2x>
lim Ccos = cos > = COST.

y—z y—«z 2
2
(g) Para cada x € RT, vem
1 —1
p(z) = lim OBYT 08T _ )iy log (g)
y—r  y—x y—r Yy — x
= lim lo (y—x—!—x) = lim log (1+y_> (3)
y—r Yy — T x y—r Yy —x
1 1/(y—x)
- 1
= limlog | 1+ 315 = log (el/g”) = —.
y—a x
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(h) Recordar que lir%
Z— z

As restantes alineas tratam-se de maneira semelhante. [ |

B. Derivadas laterais

Quando o limite que define f’(a) através das expressoes (1a-b) é estudado de um s6 lado.

somos conduzidos & nocao de derivada lateral:

e derivada a esquerda de f em a (para a ponto de acumulacdo a esquerda)

f@) = @) _ L fla+h) = f@)

/ — 1 4
/=@ o — h—0~ h ’ (4a)
e derivada a direita de f em a (para a ponto de acumulagao & direita)
vy iy @ =fla) o flath) = f(a)
fila) = lim === = lim, TR (48)

Teorema 1
Sejam f: DCR — R e aeD’_ND/. Entao f é derivivel em a se e s6 se existem e sao

iguais as derivadas laterais f’ (a) e f! (a).
Demonstragao: Basta atender ao Teorema 9 do Capitulo III sobre limites laterais. m

Exemplo 3

A funcado f(x) = |z|, x€R, nao é derivavel na origem. De facto,

|| x

! zlimuzlim—:—l e '(a) = lim ~— = lim = =1, )
fﬁ (a) z—0~ T z—0~ T f+( ) xi»0+ x z—0— T ( )
pelo que f nao é derivavel na origem (Teorema 1). m

C. Outras definicoes

Sejam f: DCR — R uma funcéo de dominio D e AC D. Dizemos que:

e f é derivdavel em A quando f é derivavel em todo a€ A;

o f é derivdvel se f é derivavel em todo o dominio D.

D. Interpretagao geométrica da derivada

Consideremos a curva C de equagdo y = f(z) que passa pelo ponto A = (a, f(a)). Seja

X = (z, f(z)) um ponto genérico da curva. A razdo incremental

f(x) — f(a)

r—a

dé o declive da recta que passa por A e X, que é secante a curva C.
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A medida que X se aproxima de A, _
¥ v=fx)

a recta secante da origem a recta t, secante

que é tangente a C no ponto A. Tal  f(x) X

recta t pode ser obtida como o li- r

mite, quando X se aproxima de A, tangente
das rectas secantes passando por A A
e X. Entao, o declive m da recta @ c _—

tangente pode ser obtido como o li-

mite dos declives das rectas secan- -

tes, a medida que X se aproxima de

A, isto é,

m:hmM.

T—a r—a

(6)
onde, no segundo membro, o limite define f/(a). Isto justifica as seguintes conclusoes.

Conclusao D.1

Quando f é derivavel em a, a derivada f’(a) d& o declive da recta tangente a curva de
equagao y = f(x) no ponto de abcissa a.

Conclusao D.2

Uma equacao da recta tangente & curva y = f(z) no ponto de abcissa a é
y = f(a) + f'(a)(z —a). (7)

Observagao 1

Se a razao incremental tender para infinito, ndo existindo f/(a), isto é, se

lim J@) = J(a) = +o00 ou lim @) = J(a) = —00, (8)

T—a r—a r—a Tr—a

entdo a recta tangente a curva y = f(z) no ponto de abcissa a é a recta vertical de

equacao r = a. [

E. Significado da derivada

Existindo f’(a), da definigdo (1a) e da nogao de limite quando x tende para a, significa

que, para x préximo de a, a razao incremental
f(z) — f(a)
T —a
aproxima f’(a), ou seja, as quantidades

f(z) — f(a)

Tr—a

f'(a)

diferem apenas por um “pequeno desvio” — chamemos-lhe resto — que sera tanto menor

quanto mais proximo de a se encontrar o ponto x. Trata-se entdao de um resto relativo a
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R(z —a)

respeito do ponto a, que podemos representar por . Para z préximo de a, com

x # a, escrevemos

M) =) _ gy Blr o) o)
ou equivalentemente
f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + R(z — a). (10)

Da expressao (9), tomando o limite quando x — a e usando a condi¢ao (1la), resulta

lim L(gj —9)

r—a T —a

=0, (11)

que dd uma condicao de pequenez para o resto R(z — a), traduzindo o facto de R(z — a)
tender para zero mais rapidamente do que = tende para a. Quando f é derivavel em a,
a decomposigao (10) de f(z), vélida para x préximo de a, usada conjuntamente com a

condigao (11), justifica as seguintes conclusoes.

Conclusao E.1
Para x préximo de a, a fungao f pode ser aproximada pelo polinémio f(a)+ f'(a)(z—a),

de grau nao superior a 1.

Conclusao E.2
Em torno do ponto a, a curvay = f(x) confunde-se com arecta f y = f(a)+ f'(a)(x—a),
que é tangente ao gréafico de f no ponto de abcissa a. A curva y = f(z) é “suave” em

torno do ponto a, ou localmente linearizavel, e ndo apresenta um bico em z = a.

Pelo que acabamos de expor e pelo que se viu no pardgrafo A, podemos estabelecer a

seguinte conclusao.

Exemplo 4
Do ponto de vista geométrico, estudemos a existéncia de derivada das seguintes fungoes

no ponto indicado.
(a) f(x) =l|z|, x € R, ponto a = 0.

A curva y = |z| apresenta um bico .
. o y=lx
na origem, pelo que a fun¢do nao
¢é linearizavel em torno da origem.

Logo f nao é derivavel em z = 0.

r se x <2,

(b) g(m):{2 s 1 >2, ponto a = 2.
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A curva y = g(z) apresenta um y=g(z)

bico no ponto (2, g(2)), pelo que 2 |eeeees ;

a funcao nao é linearizdvel em

torno desse ponto, ou seja, g nao

¢é derivavel em a = 2

(¢) h(z) = Va2, z € R, ponto a =0.

y . .
A curva apresenta um bico na ori-

gem. Logo, h nao é linearizdvel em
torno da origem, ou seja, nao é de-

rivavel em 0.

(d) k(z) =1+2?, 2 €R, ponto a =0.
Y
A funcao k é derivavel em a = 0.
A curva nao apresenta bico no ponto
(0,1) e em torno de (0,1) a recta

tangente a curva confunde-se com a

propria curva.

Ampliagdo em torno de (0,1)

(e) j(z) =23 z € R, ponto a = 0.

A fungéo nao é derivavel em a = 0,

pois a tangente ao grafico de j em /
a = 0 é vertical, com a corres-

pondente razao incremental a ten-

der para +o0.
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2 Resultados sobre derivagao pontual

Nesta secgao vamos apresentar alguns dos resultados mais importantes sobre uma fungao

derivavel num ponto.

Teorema 2 [Continuidade de fun¢des derivdveis]

Sejam f: DCR— Reae DND'. Se f ¢éderivavel em a entao f é continua em a.

Demonstracgao

Como a é ponto de acumulagao de D, a funcao f serd continua em a se lim f(z) = f(a).
r—a

Para x #a, tem-se

1) = f(@) — f(a) + fla) = TEZID ooy o)
pelo que
tim f(@) =t [ DD o) o p) | = a) <0+ (@), = 1)

onde se atendeu a que f é derivavel em a. [ ]

Observagao 2

(a) O reciproco do Teorema 2 é falso, isto é:

f é continua em a =% f é derivavel em a . (12)
Basta pensar em f(z) = |z|, € R, e no ponto a =0. Cf. o exemplo 4(a).

(b) Do Teorema 2 sai, equivalentemente, que:

f € descontinua em a == f nao é derivavel em a . (13)
De facto, se f fosse derivavel em a, pelo Teorema 2, f seria também continua em a .

(c) Com uma demonstragao andloga a do Teorema 2, sai ainda que:

existe f\(a) = f é continua & direita em a; (14a)
existe f’(a) = f é continua & esquerda em a. (140b)
=

Exemplo 5

(a) A funcao f(x)= { (1) :g z 2 %\Q nao é derivavel em ponto algum de R.

De facto, todo a € R é ponto de descontinuidade de f.
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(b) Consideremos as fungoes g, h: D CR — R representadas na figura a seguir.

E simples constactar que g é continua em D e derivavel, apenas, em D\ {a,b},

enquanto que h é continua em D\{a} e derivavel em D\{a}.

y y = g(z) y1 y = h(z)
S [ eeeees e
a b Vx a :L‘V

(¢) A funcdo j(z)=2"3, z€R (Exemplo 4(e)) é continua em R e derivével em R\{0}.

22 se z€Q
0 se zeR\Q

é derivavel,

(d) A fungdo f: R — R definida por f(z) = {
apenas, em x = 0.
De facto, f é descontinua para x # 0, logo é também n&o derivavel para z # 0.

Por outro lado, f é continua na origem, tendo-se

@)= f0) _ 2?0 _

r€Q = lim = lim x = 0,
x—0 x x—0 x€X x—0
zeR\Q = hmM _ Jim 220 =0,
z—0 X rz—0 T
pelo que f é derivdvel na origem e f/(0) = 0. |

Teorema 3 [Aritmética da derivagdo pontual]
Sejam f,g: DCR — R fungoes de dominio D, derivéveis no ponto a€ DND’. Entao:

(a) (f£9) (a)=f"(a) g (a);
(b) (fg)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

Y, fla)gla) = f(a)g'(a) esde que g(a
© (5) 0= SRR dteque g0 20

Demonstragao
(a) Exercicio.

(b) Para a derivada do produto, atenda-se a que

9@ =)@ _ . f@)el) - f(a) gla)

(f9)(a) = lim

i S@9@) = @) g(a) + f(@)g(@) ~ f(a) o(a)

= m | O g 4 SO 299 ) | = p1a) ) + (@) S,

z—a T—a T —a
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(¢) Para a derivada do quociente,

(@ - Lo-G@ i

(
z—a  (z—a)g(z)g(a)
(

= lim (z —a) g(z) g(a)

- }13}1 r—a gx)gla) z—a g(z)gla)

1- X a g “ xr—a
= oo g(x) g(a)
_ Fla)gla) - ¢'(a) f(a)
[9(a)]?

Consequéncias

1) Da regra (b) do Teorema 3 sai, em particular, que se k for uma constante entao
(kf(z)) =k f'(z).

2) Da regra (c), desde que f(z) #0, sai que
( 1 ) _ f@
f(z) f2 @)

(a) Usando a defini¢ao das fungoes hiperbdlicas (Apéndice C. do Capitulo III), verificar

Exercicio

que:
ch’/(z) = shx, z€R, sh/(z) = chx, z€R,

-1
th'(z) = ,c€R, coth’(z) = 22 zeR\{0}.

ch?z

(a) Usando a definigao das func¢oes hiperbdlicas inversas (Apéndice D. do Capitulo

III), verificar que:

1

, TER; b) argch’z =
2 +1 (b) arg

(a) argsh’z =

, x €|1,400[;
= ] [

1
(c) argth’z = re€]—1,1; (d) argcoth’z = 12 zeR\ [-1,1].

1—a2’ 2

1
(¢) Seja f(x) = §x3 —22% + 32+ 1, z € R. Determinar os pontos do grafico de f

para os quais a tangente & curva é paralela a bissectriz dos quadrantes impares.
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(d) Mostrar que a recta y = —x é tangente a curva de equacdo y = z3 — 622 4+ 8z + 1

e determinar o ponto de tangeéncia.

(e) Seja f(x) =2z +senz, x €R. Determinar os pontos do gréfico de f para os quais

a tangente a curva é horizontal. [ ]

Teorema 4 [Derivada da fungdo composta / Regra da Cadeia]
Sejam f: D — R, g: B— R, com f(D)CBCR,eace DND", b= f(a) e BNB .

Se f é derivavel em a e g é derivavel em b entdao g o f é derivavel em a e
(9o f)(a) =g'(f(a)) f'(a). (15)
Demonstracao: Consultar a bibliografia recomendada. [ ]

A férmula (15) significa que a derivada da composta é o produto das derivadas, com cada
uma delas calculada num ponto adequado. Com alguma ligeireza matemaética, podemos
dizer que a derivada da composta é o produto da derivada da funcdo de fora calculada na

de dentro pela derivada da fun¢do de dentro.

Exemplo 6
1 1
(a) [log (cos xS)]/ = log’(cos %) (cos %)’ = pp— (cosz®) = cos 23 cos'(a?) - (%)’
1 3 5  —3x? senz?
= - p2 = 2
cos x3 (= sena”) 3o cos a3

(b) Seja f: R — R derivével e defina-se uma nova fungao, pondo
g(x) = f(sen®z) + f(cos2z), z€R

Determinar ¢'(z), usando a regra da cadeia.

Pela regra da cadeia, vem
g (x) = f'(sen®z)(sen’®z) + f'(cos2z)(cos2x), = €R
= 2senz cosz f'(sen?® x) — 2sen 2z f'(cos2z), = € R.
(c) Seja f: R — R uma func¢ao derivdvel. Mostrar que se f é par entdo f’ é impar
e que se f é impar entao f’ é par.

Atendendo a que f é par e usando a regra da cadeia, para cada x € R, vem
f@)=f(=2) = [f@@)] =[f(-2))] = ['(z)=—f"(~x)

e conclui-se que f’ é uma funcao impar. A resolucao da segunda parte é andloga.
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Exercicio

(a) Seja f: Rt — R uma funcao derivavel tal que f(z?) = 23, z € R.
Determinar f/(4) .
1
(b) Seja f(a) = —— , = €R\{-1,0}.
1+ =
T
(i) Determinar o dominio da fungao definida por g(x) = f(f(x)).

(ii) Usando o teorema da derivada da fun¢ao composta, verificar que g é derivavel,
1

tendo-se ¢'(z) = CEE

(¢) Determinar ¢'(x) em funcao de f’(z), para:

log(z+1) se x>0,

(d) Seja é(.ﬁlf) = { _log (—x—i— 1) se x < 0.

Verificar que £ é derivavel e estudar a continuidade de £’.

Vr se x>0, —V/T se x>0,
(e) Sejam h(x) = e k(z)=
v—x se x <0, v—x se x <0.
Estudar a continuidade e a derivabilidade de h e de k. [ |

Quanto a derivacao da funcao inversa, repare-se que:

e Se f: A — B for bijectiva e derivdvel em certo ponto a € A, a sua

inversa, f~!: B — A, pode nao ser derivavel em b = f(a).

Veja-se o caso de f(x) = 2%, x € R, que é claramente derivavel e, no
entanto, a sua inversa, f~!(x) = ¢z, x €R, nio é derivavel em 0 = f(0).

Cf. o Exemplo 5(c).

e Nos casos em que a inversa é derivavel, de (f 1o f)(z) = z, Vz €A,
a regra da cadeia da (f~1)'(f(z))f'(z) =1, Vz€ A, donde f'(x) #0 e

O problema surge quando se tem precisamente f’'(z) =0, que é o que

acontece no caso citado anteriormente.

O resultado fundamebntal sobre a derivagao da funcgao inversa é o seguinte.

104



Teorema 5 [Derivada da fungdo inversa]

Seja f: D — B, com D,B C R, uma fun¢ao bijectiva. Se f é derivavel no ponto

a€DND', f'(a)#0e f~! é continua em b = f(a), entdo f~! é derivavel em b, tendo-se
1 1

—1\/ . -
U O= Fay = pm) 1o

Demonstragao
Por definicao, tem-se

N ) —1 _ -1 b )
I e el Rt
) — £ )
= lim ! (17)
v—=b f(f" () — F(FTH (D)
f ) — ()

onde o denominador da tltima expressdo é a razdo incremental para f'(f~1(b)). Entdo o dltimo
limite em (17) define o que se pretende, desde que seja tomado para f~1(y) — f~1(b). Vejamos
que podemos passar do limite em y — b para o limite pretendido. De facto, por um lado, da
continuidade de f~! no ponto b, tem-se

lim £~ (y) = f~(b),

y—b
donde

y—b = fy) — 0.

Por outro lado, da injectividade de f~!, sai que

F Y y) — ') = y—b.

Consequentemente, tomar o limite com y — b equivale a tomar o limite com f~1(y) — f~1(b),

1
e a ultima expressao em (17) d4 entao = . [ |

fI=H0) - f(a)

A férmula (16) significa que a derivada da fungdo inversa € o inverso da derivada da fungdo

directa, com cada uma delas calculada num ponto adequado.
Exemplo 7 [Derivadas das fun¢des trigonométricas inversas]

(a) Usando o teorema da derivada da fungao inversa, mostrar que

-1
arccos’ 1 = ———, z€]—1,1]. (18)

Vi—22’

Trata-se de determinar a derivada, num ponto genérico x, da inversa da fungéo continua
e bijectiva (¢f. o Apéndice B. do Capitulo III)

cos: [0,7] — [—1,1].

Ponha-se f(z) = cosx, x€ [0,7]. Entdo f~1(y) = arccosy, ye [-1,1].
Tem-se f'(r) = —senz, x€ [0,7], sendo f'(x)#0 para todo z€]0,7].
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Como f(0) =1e f(r) = —1, o Teorema 5 é aplicavel em | — 1,1[, dando

1 -1
!
= = , ye|—1,1]. 19
arecos Y =7 sen(arccosy)  sen(arccosy) yel [ (19)

Resta agora simplificar o denominador da tltima expressao. Para tal, repare-se que

y€]—1,1[ = arccosy€]0,7[ e sen(arccosy) = +/1—y?

porque sen?(arccosy) + cos?(arccosy) = 1, ou seja, sen’(arccosy) +y* = 1, sendo o seno

positivo em |0, 7[. Fica entdo justificada a férmula (18).

(b) Usando o teorema da derivada da funcao composta, Teorema 4, é ficil verificar

que, mais em geral, sendo v uma fungao derivavel de z, se tem

()

(arccosu)’ (z) = m

(20)
nos pontos onde a derivada existe. [ ]

Resultados andlogos ao do Exemplo 7 sao validos para as restantes fungoes trigono-
métricas inversas (cf. o Apéndice B. do Capitulo III), podendo construir-se a parte A.

da tabela que figura no apéndice na parte final deste capitulo.

3 Derivada e crescimento local

Comecemos por observar que, dada f: D CR — R, derivavel em a € D N D', se for
f'(a) > 0, vem

I~ 1@

r—a r — a

>0

e pelo teorema sobre a permanéncia do sinal no limite (Teorema 8 do Capitulo III),
resulta que a razao incremental que define f/(a) se mantém positiva em algum intervalo
aberto centrado em a, ou seja, existe J = ]a — €,a + €[ tal que

f(z) = f(a)

r—a

reJND = >0
donde, f(z) — f(a) e = —a tém o mesmo sinal, para z€J N D. Consequentemente,

zeJND ANz<a = f(z)< f(a)
yeJND ANy>a = f(y)> f(a).

Analogamente, quando for f’(a) > 0, resulta

zeJND ANzx<a = f(z)> f(a)
yeJND Ny>a = f(y) < f(a).
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Observagao 3

O que acabdmos de ver nao significa que se f’(a) > 0 entao f seja crescente em vizinhanca
alguma do ponto a, uma vez que comparamos f(x), f(a) e f(y) apenas para x < a <y
e nao para x e y arbitrdrios em J N D. O sinal de f’(a), s6 por si, nada diz sobre a

monotonia de f nas vizinhancas do ponto a. v

Analise-se, por exemplo, a funcao

1
z?sen — + g se z#0
fl@) = )

0 se =0

que é derivavel em R. Em particular, tem-se

1
1(0) = 3 >0 e, no entanto, f nao é crescente

em vizinhanca alguma da origem.

Teorema 6

Se f: DCR — R é crescente entao a sua derivada, onde existir, é ndo negativa.

Demonstragao
Se fosse f’(a) < 0 para algum a € D, entdo existiria um intervalo J =]a — §,a + d[ tal que

zeJND AN x<a<y = f(z) < f(a) < f(y) e f ndo seria crescente. ]

Teorema 7 [Fermat]
Seja f:DCR — R derivivel em a€ D N D). N D". Se f possui um extremo local em

a entdo f'(a) =0.

Demonstragao
Se fosse f'(a) > 0, existiria um intervalo J =]a — d,a + d[ tal que

xeJND AN zx<a<y = f(z)< fla) < f(y)

e f(a) ndo seria extremo local de f. Se fosse f'(a) < 0, a conclusdo seria andloga. Logo, tem

que ser f'(a) =0. [ |
Observagao 4

1. O Teorema 7 refere-se apenas a casos em que:

(a) f é derivavel em a;
nao se aplica, por exemplo, a fungao f(z) = |z|, €R, e ao ponto 0; f possui

um extremo local na origem nao sendo ai derivavel;
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(b) aeD” e a€D/;
nao se aplica, por exemplo, a fungdo f(x) = z, = € [0,1], que possui um
minimo local na origem e um méximo local em 1, ndo se tendo f'(0) = 0
nem f'(1)=0.

2. O reciproco do Teorema 7 é claramente falso, isto é,
f'(a) =0 == f(a) é um extremo local de f.

Basta pensar, por exemplo, em f(x) = 23, x € R. Tem-se f'(0) = 0 e, no entanto,

£(0) nao é extremo local de f.

3. O Teorema 7 apenas afirma que os tnicos candidatos a extremos locais de f atin-

gidos em pontos interiores ao dominio sao os pontos onde a derivada de f se anula.

4 Funcoes derivaveis num intervalos

Nesta seccao abordaremos resultados fundamentais sobre o comportamento de uma

funcao que possui derivada num intervalo.

4.1 Teorema do valor intermédio para a derivada

Nesta subsecgao vamos apresentar um dos resultados mais notaveis deste curso. Trata-se
do célebre teorema de Darboux, que estabelece que uma funcao derivada definida num
intervalo, independentemente de ser continua ou nao, possui sempre a propriedade do
valor intermédio, isto é, nao passa de um valor a outro sem passar por todos os valo-
res intermédios. Significa que as eventuais descontinuidades de uma derivada definida
num intervalo nao podem ser de salto e serdao sempre descontinuidades complicadas, na
medida em que nao podem impedir essa derivada de cumprir a propriedade do valor

intermédio.

Teorema 8 [Valor intermédio para a derivada (Darboux)]

Seja f: [a,b] — R derivdvel e tal que f'(a) # f'(b). Entao, dado k € R estritamente
compreendido entre f'(a) e f/(b), existe ¢ € ]a, b tal que f'(c) = k.

Demonstracgao

Sem perda de generalidade, suponhamos que f'(a) < f’(b).

(i) Considere-se o caso particular em que k =0, f'(a) <0, f'(b) > 0.
Como f é continua em [a,b], o teorema de Weierstrass (Teorema 16, Subseccao 3.5,
Capitulo III), garante que f atinge os seus extremos em [a, b] . Mas

f'(a) <0 = f(a) > f(z) para x em algum intervalo |a, a + €|
f'(b) >0 = f(a) > f(x) parax em algum intervalo Ja — §,a] ,

pelo que o minimo de f nao pode ser atingido em a nem em b, mas sim em algum ponto
c€]la,bl. Pelo Teorema 7 de Fermat, ter-se-4 f'(c) = 0.
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(i)

Considere-se agora o caso geral em que k é qualquer, f'(a) < k e f'(b) > k. Para cada k,
seja ¢ a funcdo auxiliar definida por ¢(z) = f(z) — kz, z€a,b]. Tem-se

¢'(a)=f'(a) =k <0 A ¢'b)=[f(b)-k>0.
Pelo que se viu no caso particular tratado em (i), conclui-se que

Je €la,b[: ¢'(c)=0  peloque  Jc€la,bl: f(c)=k. [ ]

Exemplo 8

(a)

4.2

-1 se —-1<2x<0,

Considere-se a funcao definida por g(x) = { 1 s O<az<l
Esta funcdo nao possui a propriedade do valor intermédio. Entao g nao pode

ser a derivada de fun¢ao alguma f: [-1,1] — R. Em particular, g nao pode

_ 1<
ser a deivada, em [—1,1], de ¢(z) = { z se —lsz<d Em particular,

z se 0<zx<0°
¢ (x) = g(z) para todo x € [—1,1]\{0}, mas ¢ nao é derivavel em = = 0.

Por outro lado, a fungao k: [-1,1] — R definida por

5 1 1 L0

rsen— —Ccos— SezT

k(x) = x x ’
0 sex =0,

é descontinua em 0 porque 7 Iin%) k(x).
xr—
No entanto, k goza da propriedade do va-

lor intermédio e é a derivada da funcao

A/\ xQSen% se x€[—1,1]\{0}

\/u' ~ry * flz)=

0 sex =0

Teoremas de Rolle e de Lagrange

Veremos agora mais dois resultados importantes sobre fungoes derivaveis em intervalos,

bem como algumas consequéncias que deles se extraem.

Teorema 9 [Rolle]

Seja f: [a,b] — R uma fungao continua que é derivavel em |a,b[. Se f(a)= f(b) entao
existe ¢ € |a, b[ tal que f'(c) = 0.
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Demonstragao

Se f é constante entao f'(x) =0, Vz €la, b, e a conclusao do teorema é Gbvia.

Suponhamos que f nédo é constante em [a, b] tendo-se, no entanto, f(a) = f(b). Da continuidade
de f em [a,b] e do teorema de Weierstrass (Teorema 16, Subseccéo 3.5, Capitulo IIT), conclui-se
que f atinge um minimo e um méximo em [a, b]. Pelo menos um destes extremos é atingido em
algum ponto ¢ € Ja,b[, j4 que f(a) = f(b) e que f nao é constante. Pelo Teorem 7 de Fermat,

em tal ponto ¢ tem-se f'(c) = 0. m

Observacao 5 [Interpretagdo geométrica do teorema de Rolle]

Geometricamente, o teorema de Rolle estabelece que, estando f nas condigoes indicadas
Ny no enunciado do Teorema 9, existe algum
ponto c€ Ja, b tal que a tangente ao grafico
de f no ponto de abcissa ¢ é horizontal e,
portanto, paralela & recta que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). A figura mostra
a recta horizontal que passa por (a, f(a)) e

(b, f(b)) e dois pontos ¢; e ¢y em |a, b para

0s quais a tangente a curva é horizontal. m

Do teorema de Rolle extraem-se as seguintes consequéncias muito tuteis no tratamento

numérico de equagoes algébricas.

Corolérios [do teorema de Rolle]

Seja f: [a,b] — R uma fungao continua que é derivavel em ]a,d|.
1. Entre dois zeros de f existe, pelo menos, um zero de f’.

2. Entre dois zeros consecutivos de f existe, quando muito, um zero de f.

3. Nao hd mais do que um zero de f inferior ao menor zero de f’, nem mais do que

um zero de f superior ao maior zero de f’.
A demonstracgao destes corolarios fica ao cuidado dos alunos. [ ]

Exemplo 9
Seja o €R, arbitrario, e mostremos que a equacdo x> + = + a = 0 ndo pode ter mais do

que uma raiz real.

Seja f a funcdo definida em R por f(z) = 2% + 2 + . Trata-se de uma fungao derivdvel em R.
Se a equacao dada tivesse duas raizes reais entao a funcao f possuiria dois zeros reais, pelo que
f’ possuiria, pelo menos, um zero real (Coroldrio 1 do Teorema 9). Mas f/(z) = 322 +1, v € R,

que nunca se anula em R . Portanto, a equacao dada possui, quando muito, uma raiz real. H
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Exercicio

(a) Seja beR, arbitrario. O que pode dizer do nimero de solugoes reais da equagao
273 — 247 4+ b = 0 em cada um dos intervalos | — 2,2[, ] — 0o, —2[ e |2, +00[?

(b) Seja f(x) =5+ 3(z — 1)2/3. Mostre que f(0) = f(2) e que f'(x)#0, Yz €]0,2[.
Confronte o resultado com o Teorema de Rolle.

2

(¢) Mostre que a equagao 3z — sen®z — 2 = () possui uma tunica solugao em [0, 7]. m

Observacgao 6

Relativamente ao Teorema de Rolle, registemos as seguintes observagoes.

(a) E fundamental que f seja continua em [a,b] .

z se xz€ [0,1],
0 se z=1,
f(1). No entanto, f'(z)=1+#0, Vz €]0,1[, ndo existindo ¢ €]0, 1] tal que f’'(c) = 0.

Consideremos a funcéo f(z) = que é derivdvel em ]0,1[ com f(0) =

Isto acontece porque f nado é continua em [0, 1].

(b) E fundamental que f seja derivavel em ]a, b|.

Consideremos f(z) = |z|, x € [-2,2], que é continua em [—2,2], com f(—2)= f(2), mas
para a qual ndo existe ¢ €| — 2, 2[ tal que f’(c) = 0. Isto acontece porque f nao é derivavel

em | —2,2[. [ ]

Um dos resultados mais importantes do calculo diferencial é o que se exprime no seguinte

teorema e que constitui uma extensao do Teorema de Rolle.

Teorema 10 [do valor médio de Lagrange]

Seja f: [a,b] — R uma fungao continua que é derivavel em ]a, b[. Entao existe ¢ € ]a, b]

f(b) = f(a)
tal "(¢) = —2—~2.
al que f'(c) —
Demonstragao
Basta aplicar o Teorema 9 de Rolle a fungao auxiliar definida por
k(m):f(x)—w& € [a,b]. =

Observagao 7 [Interpretacdo geométrica do teorema de Lagrange]

O Teorema de Lagrange estabelece que, estando f nas condic¢oes indicadas no enunciado,

v existe algum ponto ¢ € Ja,b[ tal

que a tangente a curva de equacao
y = f(x) no pondo de acissa ¢ é pa-
ralela a recta que passa por (a, f(a))

v=f(x) e (b7 f(b)), secante a curva y = f(l")
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Exemplo 10

T
Mostrar que x—g <senx <z, Vr>0.

(i) Seja f(z) =senz —x, x € R, que é derivavel em R, com f'(z) =cosz— 1,z € R.

Dado = > 0, arbitrario, apliquemos o teorema de Lagrange (Teorema 10) & fungdo f no
intervalo [0,x]. Vem que

(senz —z)—0

=cosc—1, paraalgum c€]0,z|.
z—0

senx — x
Por ser cosc—1 <0, Vee€]0, x|, resulta ———— < 0 e, como x >0, vem senz —x <0,
x

pelo que senz < x .

3 2
(ii) Seja agora g(x) = senz + % — 1z, x € R. Entdo ¢'(z) = cosz + % -1,z eR.

Para cada x > 0, arbitrario, apliquemos o
Teorema de Lagrange a fungéo g em [0, z] . v
Sai que, para algum c€]0, x|,

+CE3
senr + — —x 2
—Gzcosc—l—c——l,
T 2
2
Mas cosc + 5~ 1 >0, Ve > 0 (figura).
x3 x?
sent + — —x Positividade de cosz + — — 1.
Entao —— 0 <0, eporser x>0,
T
. 23
sai senxzxfg.

Exemplo 11
Mostrar que |senz —seny| < |z —y|, Vz,y € R.
(i) Se z =y a condicao é verificada como igualdade.

(ii) Suponhamos que z #y, com z < y, e apliquemos o Teorema do valor médio de Lagrange
a funcao f(z) = senz no intervalo [z,y]. Tem-se f'(z) = cosz e conclui-se que existe c€

sen x — sen ) sen x — sen
|, y[ tal que cosc = SnT 7 SNY  Como |cosc| <1, Ve € R, sai que Sene T seny <1
r—y =y
e, portanto, que |senx —seny| < |z — y|. [ |

Exercicio
(a) Mostrar que €* > 1+, Vr+#0.

(b) Seja f: [a,b] — R uma funcdo continua que é derivavel em Ja,b[, com f'(x) =
k,x €la,b], k constante. Mostre que f(z) = kxz + m, Vx € [a,b], para certa

constante real m que deverd especificar. [ ]
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Vejamos agora algumas consequéncias importantes do teorema de Lagrange.
Corolarios [do teorema de Lagrange]
1. Se f:[a,b] — R é continua e f'(x) =0, Vz€]a,b[, entdo f é constante.

2. Se f,g: [a,b] — R sdo continuas e tais que f'(z) = ¢'(x), Va €]a, b[, entdo existe

uma constante C' € R tal que f(z) = g(z) + C para todo z € ]a, b][.

3. Seja f: I — R derivéavel no intervalo I. Tem-se
(a) f'(x) >0,Vxel, seesdse fécrescente em [ ;
(b
(c

(d) se f'(x) <0,Vxel, entdo f é estritamente decrescente em T .

fl(x) <0,Vzel, seesdse [ édecrescente em I;

se f/(x) > 0,Vxel, entdo f é estritamente crescente em I ;

Demonstracao
1. Exercicio. Para cada z€]a,b], aplicar o Teorema de Lagrange a fungao f no intervalo [a, z]

e concluir que f(z) = f(a), Vz €]a, 2]

2. Exercicio. Considerar a fungao ¢(z) = g(z) — f(x), z€[a,b], e aplicar o resultado de 1.

3. (a) Comecemos por admitir que f/(x) > 0, Vo €1, e mostremos que f é crescente em 1.
Dados z,y € I, com x <y, quaisquer, apliquemos o teorema de Lagrange a fungdo f em [x,y].
Vem que

de€]x,y[ tal que
y—x

Como f'(c) > 0, Ve €]z, y[, sai que f(y;:i‘(a:) > 0, donde f(y) > f(x).
Reciprocamente, suponhamos que f é crescente em I e mostremos que f'(z) > 0, Vz € I.

Dado x € I, arbitrédrio, tem-se f'(z) = lim M

y—=z — T

que f(y) — f(z) e y—2x tém o mesmo sinal, para todo y € I\{z}, pelo que

fly) — f(=)
y—x

. Mas como f é crescente em I, sai

>0, VyeI\{z}.

Pelo teorema sobre a permanéncia do sinal no limite (Teorema 8 do Capitulo III), conclui-se que
f'(x) >0,Vx el

3. (b) A demonstragao ¢ anéloga a de 3. (a).

3. (¢) A demonstracao é andloga & da primeira parte de (a).

A segunda parte “falha” porque o teorema da permanéncia do sinal no limite ndo garante que

seja f'(x) >0 quando W >0, VyeI\{z}.
3. (d) A demonstragao é andloga a da primeira parte de (a). [

Observacgao 8
Repare-se que o Corolério 3 (¢) do Teorema de Lagrange nao é uma condigao necesséria

3

e suficiente. De facto, basta pensar, por exemplo, em f(x) = z°, x € R, que é estrita-

mente crescente e, no entanto, f'(r) = 3z%, z € R, tendo-se f'(0) = 0. [
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Observagao 9
Mantendo as hipéteses do Teorema de Lagrange, a excepgao de considerar um dominio D
que nao seja necessariamente um intervalo, a conclusao do teorema ou dos seus corolarios

deixa de ser valida. Consideremos as fungoes seguintes

y y = g(z) y y = h(x)
—
* —=0 : : , ,
: : : a a
1 2 3 x 1 2 3 x

Tem-se ¢'(x) = 0, Yz € [0,1] U [2,3], e ainda h'(z) > 0, Yz € [0,1] U[2,3]. No entanto,
nem g é constante nem h é crescente. Isto acontece precisamente porque o dominio

destas fungoes nao é um intervalo. [ ]

Exercicio

Sejam f(z) =z, z#0, e g(x)= {

T+5 se x>0
T+7 se x <0

(a) Verifique que f e g sdo continuas.
(b) Mostre que f e g sao derivaveis e que ' = ¢'.
(¢) Verifique que nao existe ¢ € R tal que g(z) — f(x) = ¢ para todo z € R\ {0}.

(d) Explique porque nao hé contradigdo com o Coroléario 2 do teorema de Lagrange.

5 Aplicacao da derivada ao calculo de limites

A derivada pode ser usada com sucesso no cédlculo de limites, nomeadamente no levan-
. . .0 o0 . .
tamento de indeterminacéeas do tipo 0 e — . Trata-se da técnica conhecida por regra
00

de L’Hospital que passaremos agora a apresentar.
A versao mais simples desta regra refere-se ao caso em que pretendemos calcular
lim f@) , (21)
z—a g(x)
onde f e g sao derivdveis em a, com ¢'(a)#0 e lim f(x)= f(a)=0, lim g(z)=g(a) =0.
r—a

r—a

: - .0
Estamos perante uma indeterminacgao do tipo o No entanto, escrevendo

f(x) f(z) — f(a) MO=719
L e e oy By il #2)

conclui-se que o limite do quociente das fungoes é dado pelo quociente das correspon-

dentes derivadas em a.
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FEm casos mais gerais, mantém-se esta coincidéncia de comportamento entre o quociente

das funcoes e o quociente das correspondentes derivadas.

Teorema 11 [Regra de L'Hospital]

Sejam f, g:]a,b|— R derivaveis e tais que:
o g(x)#0, ¢'(x)#0, Vo €]a,b[;

e lim f(z)= lim g(x)=0.

z—a™t r—a™t
/
Se existir lim f,(as) = { entao também existe lim M , tendo-se
z—at g (ﬂ?) r—at g(x)
!/
im L&) g S8y

z—a™t g’(x) z—a™t g(az)

Demonstragao
Sejam F' e G as extensoes continuas ao intervalo [a, b[ das fungoes f e g,

f(z) se a<z<b, g(x) se a<z<b,
F(x) = e G(x)=

0 se T = a, 0 se r = a.

Fixado arbitrariamente z € Ja, b[, consideremos a fungdo ® definida em [a, 2] por

f(z)
d(r) = F(x) + G(x), x € la,z].
(@) = o)+ L (o), wclas
A funcao P estd nas condigoes do Teorema de Rolle (Teorema 9) no intervalo [a, z]. Logo existe
: f(2) : F'(c) _ f(2)
c€la, z[ tal que ®'(c) = 0, ou seja, tal que F'(c) — ——=G’(c) = 0, ou ainda, tal que = .
Jo. 1 (© -1 -1
Mas como ¢ €]a, z[, com z € ]a, b, tem-se F’'(c) = f'(c) e G'(c) = ¢'(c), resultando entao que
fz) _ flo)
de €la, 2| : = . 23
e T v =)
Tomando o limite em (23) quando z — a™, que acarreta ¢ — a™ ja que ¢ €]a, z[, vem
/ !
w 1O SOy )
z—at g(Z) z—at @ (C) c—at @ (C)
|

Observagao 10
Demonstra-se um resultado anédlogo ao do Teorema 11 para o limite lateral a esquerda.
Da conjugacao dos dois resultados relativos a limites laterais, resulta um teorema para
.. . . . . . o0
o limite “completo”. Além disso, modificando a forma indeterminada para —, os re-
00
sultados referidos anteriormente estendem-se com relativa facililidade. Vale, por isso, o

eorema que apresentamos a seguir. [ ]
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Teorema 12 [Extensdo da Regra de L'Hospital]

Sejam f,g: I — R fungoes derivéveis em I\ {c}, com ¢ ponto de I. Se

o g(x)#0, Vo eI\ {c}

o lim f(x) =limg(z) =¢, com?{=0 ou {=+00 ou {=—00
entao ,
1), S
v=e g(x)  w=e ()
desde que o segundo limite exista (finito ou infinito). [

Observacgao 11

f(z) f(x)

O Teorema 12 estende-se a lim ——= e a lim ——, desde que as hipdteses sejam
oo ga) © " em oo g()
formuladas em intervalos ]a, +oo[ e | — 00, b[, respectivamente. [

Observacao 12 [Aplicabilidade da Regra de L'Hospital]

A regra de L’Hospital constitui uma “ferramenta” extremamente util no cdlculo de
limites provenientes de indeterminacoes do tipo 9 ou E, ou outras quaiquer que se
reduzam a uma destas formas. Cf. os Exemplos 12 (i), (CJ))O, (k). Claro que a regra pode
ser usada sucessivamente, desde que a indeterminagao permaneca em cada “etapa”.
Ocorre frequentemente o erro de “continuar a aplicar a regra” quando a indeterminacao

ja nao existe. Cf. os Exemplos 12 (f) e (g). m

Exemplo 12

sen x
=1

(a) Verificar que lir%
xr—

COoS T

. S .0 . .
Estamos perante uma indeterminacao do tipo o Como lim = 1, conclui-se que o

z—0

limite proposto também vale 1.

— 144,522
(b) Calcular lim cos(32) + 4,50 :

z—0 .%‘3

. o .0
Estamos perante uma indeterminacao do tipo o

-3 3 9
Derivando uma vez, vem lim —3sen(3z) + 9z
x—0 31»2

) . —9cos(3z)+9
mais uma vez e calculando agora hmO T
r— xZ

. . . 18 sen(3x
Mas derivando uma terceira vez, vem lim #
xr—0 6

anteriores, incluindo o limite proposto, valem 0.

e a indeterminacao permanece. Derivando
, aindeterminacao ainda permanece.

= 0, pelo que todos os limites

f—dr+3
(c) Calcular il_)ml x(ac—xl;

. L .0
Estamos perante uma indeterminagao do tipo o
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3

. . z . . ~ .
Derivando uma vez e calculando hm1 ﬁ, a indeterminacao permanece. Derivando
r— xr —
2

novamente vem hm1 = 6, pelo que o limite proposto vale 6.

xr—

2
-2
Calcular lim w
z—+4o00 Hr24+x—5

. . ~ . oo
Estamos perante uma indeterminacao do tipo —.
(o)

: . o : 14z —2 . L
Derivando uma vez obtém-se o limite lim ——— e a indeterminagao permanece.
z—+o00 10z + 1
. . 14 7 . 7
Mas derivando novamente, vem lim — = —, e o limite proposto vale —.
z—+4o00 10 5 )

222 — 2 — 1
Calcular C’1:1_>ml ﬁ

. L .0
Estamos perante uma indeterminagao do tipo o

. . S . 4r -1 3
Derivando uma vez a indeterminagao desaparece porque hrn1 g 1= 7 pelo que o
r— xr —
- .3 . .
limite proposto vale também 2 Uma resposta errada muito frequente é
Lot —z—1 . dr—1 .4 1
lim ——— = lim = lim - = —.
z—1 402 —x—3 2—1 8z —1 z—1 8 2
. 3x
Calcular lim ——.
r—+oco x 4 2senx
. . ~ . &)
Estamos perante uma indeterminagao do tipo —.
00
O limite do quociente das derivadas é lim ——————, que nao existe, pelo que a regra
z—+oo 14+ 2cosx
de L’Hospital nao é aplicadvel. No entanto,
3z 3
r—+4o0o x4 2senx T—400 1422 senz
x
) T —senzw
Calcular lim ——.
T—+o00 T + senx
. . ~ . e 9]
Estamos perante uma indeterminacao do tipo —.
00
. , L. . 1—cosx 5 .
Derivando uma vez obtém-se o limite lim ———, que nao existe, logo a regra de
z—+o0 14 cosx
L’Hospital nao ¢é aplicavel. Mas
] 1
— = senx
T —senx
lim ~——% = lim —%—— =1.

r—+o00 I + Senx T—+00
14+ — senx
x
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()

Calcular mli,r(]% 1 o2ve

. o .0
Estamos perante uma indeterminagao do tipo 0

Para evitar derivar rafzes, fazemos a mudanca de varidvel \/z = u. Ter x — 0 equivale

mantendo-se 0 mesmo

. . L . . . 1 1
tipo de indeterminacdo. Derivando uma vez, somos conduzidos a lim oot = 3
u—0t —2e

a ter u — 07. O limite proposto transforma-se em lim

u—0t 1 — e2u’

Logo, o limite proposto vale —1/2.

Calcular lim (e® — Ji)%
T—+00

Y & qual a regra de L’Hospital nio é

- s [ . L .00 0
aplicavel. Torna-se necesséario transformar esta indeterminagao numa do tipo — ou —.
00

0

Estamos perante uma indeterminacao do tipo oo

Para tal, repare-se que

1 T 1 . 1 T _
lim (e —z)z = lim €827 = Jim ezlos(e—2), (24)
T——+00 T—+00 T—+00
Estudemos agora o limite
log (e* — x)

1
- 1m og (6 I) = . 11m - 5

=1

. L .00 . . . e’ —1
que conduz a uma indeterminacao do tipo — . Derivando, obtém-se lim
o] r——+00 ef —x

Da continuidade do logaritmo e da exponencial, conclui-se que o limite proposto vale e.
Calcular lim (1 — z)82,
r—1—
Estamos perante uma indeterminacao do tipo 0°. Para aplicar a regra de L’Hospital,
vamos transformar esta indeterminacao, atendendo a que
. . —z)og . —
lim (1—2)°8% = lim °8[(1=2)"] = iy elogolog(1-2) (25a)
r—1— r—1— rz—1—
Como lim logz log (1 — z) conduz a uma indeterminacdo do tipo 0 X oo, torna-se ne-
r—1—

cessério fazer novas manipulacées. Notando que

log (1 —
lim loga log (1 —2)= lim M, (25b)
r—1— r—1—
log x

somos, finalmente, conduzidos a uma indeterminacao do tipo —, & qual j4 podemos tentar
00

aplicar a regra de L’Hospital. Derivando, obtém-se

-1
_ 1 2 1 2

i L=2 oy, Uogx)® . w(logz)” : (25¢)

r—1— 1 z—1— l -1 r—1— 1—=x
x x
(log 2)?
. L .0 . . ,
que conduz a uma indeterminacao do tipo o Derivando mais uma vez, obtém-se
9 1
(log z)* + 2z—logx
lim 1 L = lim [—(logz)® — 2logz] = 0. (25d)
r—1- — r—1-



Consequentemente, em (25b), o primeiro limite vale também 0, e do que se viu em (25a),
conclui-se que o limite proposto é igual a e® = 1.

(k) Calcular lim [log (2z + 1) —log (z + 2)].

r—+00
Estamos perante uma indeterminacgao do tipo co — 0o, a qual a regra de L’Hospital nao é

aplicavel. Mas

lim [log(2x 4+ 1) —log(z+2)] = lim log(

r——+00 Tr—-+00

20 +1
T+ 2

00
e o limite no argumento do logaritmo conduz a uma indeterminacdo do tipo —. Aplicando
6]

a regra de L’Hospital uma vez, é imediato que

w41 _ 2

lim = lim - =2.
z—+oco 1+ 2 z—+oo |
Consequentemente, o limite proposto vale log 2. |

6 Formula de Taylor

Uma das aplicacGes mais notaveis da derivada estd ligada a aproximacao de fungoes por
polinémios. Em particular, a formula de Taylor estabelece que uma funcao f com boas
propriedades de derivabilidade pode ser aproximada, em torno de cada ponto, por um
polinémio p, que pode ser escolhido de tal modo que f e p, juntamente com as respectivas
derivadas até certa ordem, assumam o mesmo valor em determinado ponto = = a,
fixado a priori. E assim possivel, sobretudo no campo das aplicagoes, usar o polinémio
aproximador em lugar da funcao original, podendo usufruir da simplicidade numérica
das fungoes polinomiais para lidar com outro tipo de fungoes, como exponenciais, loga-

ritmicas ou trigonométricas.

6.1 Definicoes e nomenclatura

Para facilitar a exposicao, vamos introduzir algumas definigoes muito uteis e algumas
notagoes comuns. Sejam f: D C R — R uma fungao, a € D N D’ um ponto de
acumulagao do dominio de f e n€N. A derivada de ordem n da fungdo f no ponto a

define-se indutivamente por

f@a) = ) = (f)(a)
@) = f"a) = (f")(a)

(26a)
fPa) = (f" V) (a).

Convencionando que a derivada de ordem 0 coincide com a proépria funcao,

fOa) = f(a), (260)



tem-se, em geral,

f(n) (a) = lim f(n_l) (IL‘) — f(n_l) (a) 5 VneN. (27)

r—a Tr—a

Observe-se que, para que se possa definir (") (a), é necessério que exista f~1)(z) em

algum intervalo contendo o ponto a.
Sendo I CR um intervalo contendo o ponto a, dizemos que a funcao f: I — R é:

e 1 vezes derivdvel no intervalo I se existe f(™(z) para todo z€I;

e infinitamente derivdvel em I se existem, em cada x € I, as derivadas de qualquer

ordem da funcao f;

e n vezes derivdvel em a quando existe um intervalo J contendo a tal que f é n —1

vezes derivavel em I N J e, além disso, existe f(™ (a);

e infinitamente derivdvel em a se existe um intervalo J contendo a tal que f é

infinitamente derivavel em I N J;

e de classe C™ em I, e escrevemos f € C™(I), quando f é n vezes derivdvel em I e
() ¢ continua em I (o que acarreta a continuidade de todas sa derivadas de f

até & ordem n — 1);

e de classe C™® em I, e escrevemos f€C™(I), quando f€C¥(I),Vk€N (e significa

que f possui derivadas de todas as ordens, que sao conti nuas em I);

e de classe C° em I, e escrevemos f€CY(I), quando f é continua em 1.

Consequéncia

Das defini¢oes apresentadas, tem-se;

ce(I)c---cCc* )y cokI) cckl1) e c ) c e, (28a)
f de classe C* = [ k vezes derivével; (28b)
f k vezes derivével =& f de classe CF. (28¢)
Exemplo 13

Toda a fungao polinomial é de classe C*™° em R.

Basta pensar que a derivada é ainda uma fun¢ao polinomial, logo continua.

Toda a fungao racional (quociente de polinémios) é de classe C*° no seu dominio.
Basta atender & regra de derivacao de um quociente expressa no Teorema 3(c) e ainda ao facto

de o produto de fungoes polinomiais ser uma funcao polinomial.
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As fungoes trigonométricas sao de classe C'™° em cada intervalo onde sao definidas.
Consequéncia da continuidade das fungoes trigonométricas e do facto de as derivadas das fungoes

trigonométricas se expressarem em termos de novas fungoes trigonométricas.

A funcao exponencial, f(x) = e®, x € R, é de classe C*° em R.

A funcdo exponencial é continua e a derivada da exponencial é a prépria exponencial.
A fungao logaritmo é de classe C™° no seu dominio (justificar).

As fungoes hiperbdlicas sao de classe C'™° em cada intervalo onde sao definidas.

Resulta da definicao destas fungoes em termos da exponencial e das regras de derivacao.

2
A fungdio f@;):{ z Selg(l/x) N iioo

porque a sua derivada existe em R mas nao é continua na origem. Cf. o exemplo 8 (b).

é derivdvel em R mas nao é de classe C''(R)

6.2 Polinémio de Taylor

Dada uma funcao f: I CR — R definida num intervalo I, que é n vezes derivavel no

ponto a €I, existem as constantes

f(a>7 f/(G/), f”(a)’ R f(n)(a)

com as quais podemos construir o polinémio

"(a (n) a
Prale) = fa) + @) )+ T @ —ap o D oy (200

ou ainda

"R (g
Ppa(z) =) f k,( ) (z —a)", (290)
k=0

a que se chama polindmio de Taylor de ordem n da func¢do f em torno do ponto a.

Derivando sucessivamente, vem

) (g
(x—a)?+--+ (J;_(l))'(x — )"V

#(a)
2!

A
2l

Pp.(x) = f(a)+ f'(a)(z —a) +

Pl () = f'(a)+ f"(a)(z —a)+ (x—a)+- -+ ﬁ(x — @)

P () = f V(@) + f"(a)(z - a)

PO) = ()

n,a

e as restantes derivadas sao identicamente nulas. Em particular, no ponto a tem-se

Poa(a) = f(a), Pg(a) f'(a), ... P(a)=f"(a). (31)
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Pode mostrar-se que nao existe outro polinémio de grau <mn que, juntamente com as
suas derivadas até a4 ordem n, verifique condigbes como as que figuram em (31). De

facto, vale o seguinte resultado.

Teorema 13 [Unicidade do Polinémio de Taylor]
O polinémio Py, 4(z) é o tnico polinémio de grau nao superior a n cujas derivadas no
ponto a, desde a ordem 0 até a ordem n, coincidem com as correspondentes derivadas

de f no ponto a.
Demonstragao
Seja Q(x) era um polinémio de grau nao superior a n,
Qx) = a0+ ar(z —a) +az(v — )’ +az(z — a)’ + - + an(z — a)", (32)
verificando as condi¢oes
Qa) = f(a), Q(a)=f(a), Q"(a)=f"(a), -+, Q™(a) = f"(a) (33)
e vejamos que tem que ser Q(z) = P, ,(z). De facto, da defini¢ao (32), sai sucessivamente
e (Q(a) = ag e, pela primeira igualdade de (33), sai que ag = f(a).
o Q'(r) =ay +2as(x —a) +3a3(x —a)®> + - +na,(z—a)" L
Em particular, @Q’(a) = a; e, pela segunda igualdade de (33), sai que a3 = f(a).
o Q"(x)=2a2+3-2a3(x —a)+--+n-(n—1)a,(xr—a)"2
Em particular, Q" (a) = 2a5 e, pela terceira igualdade de (33), sai que 2as = f”(a), donde

1
a
as = 7f 2( )
e E assim sucessivamente, até que se obtém Q™(z) = n!a,, donde também Q"(a) = n!a,.
(n)
Pela tltima igualdade de (33), sai que n!a,, = f(a), donde a,, = ! '(a).
n!
Substituindo em (32) as expressdes obtidas anteriormente para ag, a1, as, ..., a,, resulta preci-
samente
"(a e (n) a
Q) = f(@) + f@)e—a)+ T @ D g T g
ou seja Q(z) = Ppq(x). [

Exemplo 14 [Polinémio de Taylor de algumas fun¢des]
Determinemos o polinémio de Taylor com a orden indicada, em torno do ponto a = 0,

para cada uma das seguintes fungoes;

(a) f(x)=e®, x€R (ordem n);
como f*)(z) =e®, Vk € Ny, Vz € R, vem em particular f*)(0) = 1, Vk € Ny, donde

2 1‘3 "

T
Poo(@) =14+ S5+ o0 oty (34)

Nas figuras seguintes estao representados os polinémios de ordens 0,1, 2, 3,4, 5.
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funcao f funcao f funcao f
polinémio Pg g polinémio P polinémio Pg g
H H y
_/ x
funcao f funcao f funcao f
polinémio P3¢ polinémio Py g polinémio Ps

(b) f(x) =senz,x € R (ordem 2n + 1);

tem-se
0 para k£=0,2,4,6,8,...

f®0) = 1 para k=1,5,9,13,... (35)
1 para k=3,7,11,15,...

e consequentemente

3 5 7 9 2n+1
n T

x x x x
P — SIS A AN T QU L/ S
on+1,0 () = + + +(-1) R

I TR TR T (36)

y

\ IV\
. . . . x
37 A s 3
T2 2 1 2 2

Funcao seno (preto) e polinémio de Taylor (vermelho).
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(¢) f(z) =cosz, z € R (ordem 2n);
com uma resolu¢ao muito semelhante & do exemplo da alinea (b), sai

332 .’134 .’IJG JJS xQn

_ n
P2n70(33>—1—5"1'1—5‘1‘@_"'4-(—1)

(37)

Fungao cosseno (preto) e polinémio de Taylor (azul).

6.3 Aproximacao de fungoes

Jé sabemos da Seccao 1D deste Capitulo 4 que, sendo f derivavel num ponto a, entdao
para x proximo de a, a fungdo f pode ser aproximada pelo poninémio de grau < 1 que
define a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a, ou seja, pelo polinémio
f(a) + f'(a)(x — a). Vamos agora melhorar esta aproximagao; mais concretamente,
vamos ver que uma funcao f que é n vezes derivavel em a pode ser aproximada, numa

vizinhanga de a, pelo seu polinémio de Taylor de ordem n a volta do ponto a.

A. Motivacao

A titulo de motivacao, analisemos um exemplo muito simples.

Consideremos uma funcao f: I — R que é
n vezes deriviavel em a € I, e os polinémios
P, (), construidos usando a definicao (29a),
que representamos graficamente nas figuras

seguintes (curvas a azul).

Vi :

Funcdo f (preto) e polinémio pg . (azul). Funcdo f (preto) e polinémio p; , (azul).
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Funcdo f (preto) e polinémio ps , (azul). Funcdo f (preto) e polinémio ps , (azul).

Y/ "
B. Resultados

O resultado fundamental sobre a aproximacao de fungoes por intermédio do polinémio

de Taylor é apresentado no Teorema 15 e baseia-se no seguinte resultado preliminar.

Teorema 14

Sejam f,g: I — R fungoes n vezes derivaveis (n > 1) no ponto a€ I. Entao tem-se

g(a) = f(a), ¢'(a) = f'(a), g (a) = fP)(a), ..., g™ (a) = f"(a) (38a)

se e sO se

9(z) — f(x)

li =0. 380
P T (38b)
Para a demonstracao, cf. a bibliografia recomendada para este curso. [ ]

Quando duas fungoes verificam as condigoes (38a), dizemos que elas possuem um con-

tacto de ordem m no ponto a.

Teorema 15 [Férmula de Taylor infinitesimal]

Seja f: I — R uma fungao n vezes derivavel no ponto a € I. Entéao:

(i) para todo z € I, tem-se

f(z) =Ppa(z) + Ryo(z), (39a)

onde P, 4 é o polinémio de Taylor de ordem n da funcao f a volta do ponto a e

Ry,o ¢ uma fungao tal que
Rpolz
lim Bro(@) _ 0; (390)
T—a (:c — a)”
(ii) Py, q € 0 tnico polindmio de grau nao superior a n que obedece a uma decomposicao
como a de (39a) para f(z), com R, ,(x) verificando a condigao (39b) de pequenez.

Demonstragao
Para a parte (i), comecemos por escrever

f(l‘> = Pn,a($> + [f(.fl)) - Pma(x)] s
que traduz a decomposicao

f(@) =Pna(@) +Roal@),  com Rpa(r)=f(z)=Pna(z)



Como P, , e f possuem um contacto de ordem n no ponto a expresso nas condigdes (31), o
Teorema 14 permite concluir que

lim f(x) — Pn,a(x)

T—a (qj — a)"

=0.

Entao f admite a decomposicdo (39a) com Ry, o(z)=f(x) — Py o(x) a verificar a condicdo (39b).
Para a parte (ii), suponhamos que existia outro polinémio Q(x) de grau nao superior a n tal que

F(2) = Q@) + S() com lim )

T—a (q; — a)"

=0.

Entao ter-se-ia

e pelo Teorema 14 resultaria
Q(a) = f(a), Q'(a) = f'(a), Q¥ (a) = fP(a), ..., Q"(a) = f"(a).

Logo, pelo teorema 13, concluir-se-ia que Q(z) = P, o(z). [ |

A funcao R, q: I — R definida por Ry, o(2) = f(x) — Py q(x) designa-se por resto de
Taylor de ordem n da funcao f em torno do ponto a. A expressao

F(2) = Poa(e) + Ruale)  com  lim el

T—a (ac — a)"

=0, (40)
chama-se formula de Taylor de ordem n para a funcdo f em torno do ponto a.

Observagao 13
A segunda condigao em (40) exprime o facto de o resto de Taylor tender para 0 mais
rapidamente do que (z — a)™ tende para 0 e, portanto, muito mais rapidamente do que

x tende para a.

O polinémio de Taylor P, , pode ser utilizado para aproximar a fun¢ao f nas vizinhancas
do ponto a. A precisao de tal aproximagao depende da ordem n do polinémio: quanto

mais elevada for a ordem do polindmio melhor serd a aprorimacdo considerada.

Para cada x numa vizinhanca de a, ao tomarmos f(z) aproximado pelo correspondente
valor P, ,(z), o erro cometido é dado pela diferenca entre o valor exacto e o valor
aproximado, ou seja por

Rpa(z) = f(2) = Pra(z), (41)

que é pequeno no sentido da segunda condigao em (40). ]

Observacao 14 [Férmula de Taylor para fungdes polinomiais]
Um caso particular interessante corresponde a considerar f como funcao polinomial de
grau n. Seja entdo p: R — R uma fun¢do polinomial, sendo p(z) um polinémio de

grau n em x. O teorema 15 é aplicavel a p, resultando

R‘TL a
p(x) = Pn,a(x) + Rn,a(vx) 5 com 1lm & = 0

T—a (x — a)”
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Entao
Rn,a(x) =p(z) - Pn,a(iv)a

pelo que R, q(x) é um polinédmio de grau< n, verificando
R (a) = p®¥ (a) = PY(a) =0, Wk =0,1,2,...,n.

Consequentemente, R, () é o polinémio nulo e, para a fungao polinomial p, a férmula

de Taylor de ordem n reduz-se a
p(x) =Ppq(x) com Ryq(z) =0. (42)

Significa que a férmula de Taylor é exacta, ou seja, é valida com resto nulo. E concluimos
que o polinémio de Taylor de ordem n de uma func¢ao polinomial de grau n a volta de

qualquer ponto a é o préprio polinémio p(z). [ ]

Exemplo 15

Escreva o polinémio q(x) = 23 — 1522 4+ 752 — 120 em poténcias de = — 5.

Atendendo a Observagao 14, a férmula de Taylor de ordem 3 & volta do ponto a = 5 é exacta
para o polinthio ¢, tendo-se (n =3 e a = 5)

q(z) = P35(x), (43)

onde, como sabemos, P3 5(x) é um polinthio em poténcias de x — 5. Da unicidade do polinrhio
de Taylor estabelecida no Teorema 15, significa entao que P3 5(z) é o polinémio pretendido.
Agora, basta atender a que, pela definigdo (29a), se tem

() (5
™)

( g (5)
2

3!

P3s(x) = q(5) +¢'(5)(z — 5) + —5)% + (z —5)° (44)
e a que, do enunciado, vem
¢ (z) =322 —30z+75, ¢P(z)=62—-30, ¢(z)=6

e, portanto,
q(5) =5, ¢(5)=0, ¢?(5) =0, ¢¥(z)=6
Substituindo na expressao (44) e atendendo a igualdade (43), vem

q(z) =5+ (xz —5)>. =

Exemplo 16
Determine o polinémio do terceiro grau cujas derivadas de ordens 0, 1, 2 e 3 no ponto

5 sao todas iguais a 7.

Seja p(x) o polinrhio pedido. Pelo que se viu na observagao 14, p(x) coincide com o seu polinémio
de Taylor de ordem 3 & volta do ponto a = 5,

p(x) = Py 5(x) = p(5) +p'(5)(w — 5) + ©

Do enunciado tem-se

Entao o polinémio pedido é

plx) =7+T7(x—5) + ;(x -5+ —(z —5)%.
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6.4 Estimativa do erro

No contexto da aproximacao de fungoes por polinémios através da férmula de Taylor,
torna-se fundamental fornecer uma estimativa para o erro cometido, definido na expres-
sao (41). Ter-se-a R,, o(x) positivo ou negativo, consoante o valor aproximado é menor

ou maior do que o valor exacto mas, em geral, apenas nos interessa estimar a grandeza

Rn.a(2)] = [f(2) = Ppa(2)]- (45)
Notando que P, , verifica as condicoes (31), vem
Rpa(a) =0, R;Lva(a) =0, ..., Ryh(a)=0. (46)

Além disso, sendo P,, , um polindmio de grau nao superior a n, a sua derivada de ordem
n + 1 é nula, ou seja Pgﬁrl)(x) =0, Yz € R, pelo que Rgfjl)(m) = f (). Assim
sendo, no actual contexto da aproximacao de funcées por polinémios, podemos esperar
que o resto de Taylor se possa especificar a custa da derivada de ordem n + 1 de f.
De facto, isto é possivel, tal como se estabelece nos resultados que apresentaremos nos

Teoremas 16 e 17.

Teorema 16 [Taylor-Lagrange]
Seja f: [a,b] — R uma fungao de classe C"([a,b]) que é n+ 1 vezes derivivel em |a, b].

Entao, existe ¢ € Ja,b[ tal que

(2 (n) (n+1)
10 = f@+ @60+ L5 -0 D o T g,
Demonstragao
Consideremos as fungdes auxiliares ¢, ¥, « definidas em [a, b] por
@) (p () (g
o) = 1)+ @) 02 + T gy W g

P(x) = (b—2)"*,
a(z) = [6(b) = d(a)] Y(z) = [$(b) = ¥(a)] ¢(2),
que sdo continuas em [a, b] e derivdveis em ]a, b].

Tem-se a(a) = a(b), pelo que podemos aplicar o Teorema de Rolle (Teorema 9) & funcdo a no
intervalo [a, b]. Sai que ¢ €]a,b[: o'(c) =0, ou seja, sai que

Je€la, b [o(b) — d(a)]¥'(c) = [¥(b) — ¥(a)] &'(c). (47)
Da definicdo de ¢ e de 1 sai que

@)(q () (g

o) = 10).  ola) = f@)+ F@b-a)+ T o ap v s T g
(n+1) T (n+1)

$a) =T ey =D o

d(a)=(0—a)",  ¥(b) =0,
P)=—n+1)0b-2"  P)=-Mm+1)0b-)"

Resta agora substituir estas expressoes na equagdo (47) para provar a férmula do Teorema 16.
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Do teorema anterior pode obter-se o seguinte resultado de caracter mais geral.

Teorema 17 [Férmula de Taylor com Resto de Lagrange]
Seja f: I — R uma funcao n + 1 vezes derivavel no intervalo aberto I e a um ponto

de I. Entao, para cada x € I'\{a}, existe ¢, € ]a,z[ ou ¢; € |z,a[ tal que

f(n+1) (Cz)

CE] (z —a)™tL. (48)

f(x) = Pna(z) +
Demonstragao

Basta aplicar o Teorema 16 ao intervalo [a, 2] . m

Observagao 15
A dltima parcela da férmula (48) define o chamado resto de Lagrange. A equagao (48)
¢é conhecida por formula de Taylor com resto de Lagrange. Repare-se que o resto de

Lagrange verifica a condi¢ao (39b) de pequenez, ji que

i f(n_H)(ng) (J} _ a)n—i—l . f(n—l—l)(cx)
z—a  (n+ 1) (x—a)” z—a (n+1)!

(x —a)=0.

Sao conhecidas outras formas para o resto da férmula de Taylor, como a de Peano e a
do integral (cf. a bibliografia recomendada), mas neste curso iremos considerar apenas

o resto de Lagrange caracterizado no Teorema 17. [ ]

A férmula (48) é essencial para controlar a precisdo de qualquer aproximacao polino-
mial através da férmula de Taylor, porque permite obter uma estimativa para o erro
cometido ao aproximar uma funcao pelo correspondente polinémio de Taylor com uma

certa ordem. De facto,

F () (x —a) ! M 1

R = < —a|™* 49
‘ n,a(m)’ (Tl+1)' — (n+1)| |.’IJ a‘ ) ( )
onde M representa o maximo de |f»*1)| no intervalo de extremos a e z, desde que
exista.

Exemplo 17

Calcular um valor aproximado de y/e com um erro inferior a 1073,

Defina-se f(x) =e®, © € R. A férmula de Taylor-Lagrange em torno do ponto a =0 dé

2 .’133 n Cx

X X €
-1 DT R Tt n+1
J@ =1+ttt ot ag®

com ¢, entre 0 e z. Em particular, para z = 1/2, vem

2 3 n e¢
\/é:1+%+(1/2?) +(1{j) +~~~+(1{j) R (/2"
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1/2)? 1/2)"
Significa que podemos aproximar /e por 3 + ( /2') IS ( /')

%1)' (1/2)"*!. Vamos entdo determinar n de modo a que se tenha

(n
ec 1 n+1 i
CES (2) < 1077

Ora, como ¢ € }07%[, tem-se e € [1,e!/?] e, portanto, e® € [1,2]. Basta entio tomar uma

ordem n tal que
9 1 n+1
— | = <1073
(n+1)! (2)

(n+1)12" > 10°

, sendo o erro de tal apro-

ximagao dado por

ou seja, tal que
ou ainda, tal que

n > 4.

Considerando n = 4, a aproximacao pedida é dada por

1 1/2)2 1/2)3 1/2)4

ou finalmente por
211

Ve =15

Exemplo 18
Para cada z €]0, §[, considere a aproximacao de senxz pelo correspondente valor do

polinémio P7o(z). Indique a precisdo dessa aproximacao.

Da férmula (36) do exemplo 14 (b), tem-se

x> 25 2T

P7)0($):$—§+5_W

e uma estimativa para o erro é obtida através de

(®
erro < ‘f (c) 28
8!
Mas, pelo que vimos no exemplo 14 (b), temos f®)(c) = senc, e como ¢ €10, Tl e o seno é
crescente em |0, [, vem
4 8
erro < sen(S# (%) =9,92 x 107 [ ]
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7 Primitivas

O problema central desta seccao é o de, dada uma funcao f: I — R, definida num

intervalo I, determinar uma nova funcao F': I — R tal que
F'(z) = f(x), Vzel. (50)

Trata-se do chamado problema da primitivacdo da funcdo f no intervalo I. Existindo
solugdo do problema, dizemos que f é primitivivel em I e cada funcao F' verificando

(50) é chamada uma primitiva ou antiderivadas de f em I. Escrevemos

F(z)= P(f(x)) ou F(z)= /f(m)d:c (51)

Em particular, na segunda expressao de (51), o simbolo [ representa um “S” alongado
e “dz” é uma particula formal usada para denotar a varidvel independente em relacao

a qual se estd a primitivar. Da definicao, é imediato que
F(x) = /f(a:) dr, Yr el sse F'(z)= f(z), Vzel,

ou seja, que

F é uma primitiva de f sse f é a derivada de F.

Fica assim claro que a primitivacao é o processo inverso da derivagao.

Exemplo 19
(a) A funcao definida por F'(z) = senz, x € R, é uma primitiva de f(z) = cosz, x € R.
De facto, basta atender a que (senz) = cosz, = € R.
1
(b) A fungao definida por F(x) = —, x € R", é uma primitiva de f(z) =logz, » € R™.
x
1
Basta recordar que (logz) = —, 2 € RT. [
x

7.1 Consequéncias

Da definicao de primitiva, extraem-se algumas consequéncias que passamos a enunciar.

Consequéncia 1

Se F' é uma primitiva de f no intervalo I entao toda a funcao
F)+C, =z€l, (52)

com C uma constante real arbitraria, ¢ também uma primitiva de f. [ ]

Basta notar que [F(z) +C] = F'(z) = f(z), z € I.
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Consequéncia 2

Se Fy e Fy sdo duas primitivas de f em [ entao Fy(z) = Fi(x) +C, z€1. m

Basta atender a que F|(x) = Fi(x) = f(z), £ €1, e usar o teorema do valor médio de Lagrange

(Corolério 2 do Teorema 10).

Observagao 16

(a)

Das Consequéncias 1 e 2 sai que, quando o problema da primitivacao de uma fungao
num intervalo é possivel, ele admite uma infinidade de solugoes - todas as que se
obtém de uma primitiva conhecida adicionando uma constante real arbitraria.

Sendo esse o caso, a expressao geral das primitivas de f ¢é
F(z)+C, C constante,

onde F' é uma primitiva conhecida; Escrevemos
/ @) dz = F(z) +C. (53)

O problema da primitivacao de uma fungdo num intervalo pode também nao pos-

suir solucao. E o que se passa, por exemplo, com a fungao

0 se zcQ
1 se zeR\Q

1 se 0<x<2
2 se O<or <4

no intervalo [0,4]. A justificagdo é dada pelo teorema de Darboux, Teorema 8, que
estabelece que a derivada de uma fung¢ao num intervalo possui a propriedade do

valor intermédio e, portanto, nao pode apresentar descontinuidades de salto.

Mais adiante vamos abordar algumas regras de primitivagao muito 1iteis. Convém,
no entanto, registar que estas regras nao permitem determinar as primitivas de
todas as fungdes primitivdaveis. Um exemplo bem conhecido (¢f. a bibliografia
recomendada) é o da fungao definida por e _’52, x € R, que, como ficard claro mais
adiante, é primitivavel em qualquer intervalo I e, no entanto, as regras que iremos

abordar nao permitem determinar as primitivas desta funcao. [ ]

Exemplo 20

/cosxdm =senzx + C;

1
/dleoga:—i—c. m
x
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7.2 Primitivas imediatas

Chamamos primitivas imediatas aquelas primitivas que se obtém por simples reversao
das regras de derivacdo, recorrendo, eventualmente, a alguns artificios de cédlculo. A

partir de um quadro de derivadas do tipo

facilmente construimos um quadro de primitivas imediatas. Para tal, basta fazer uma

troca de colunas, adicionar uma constante arbitraria aos elementos da coluna da direita

Funcdo Derivada
e’ e’
sen x cos T
cos —senx
ax a
z* kat =1

e, eventualmente, ajustar constantes. Resulta

Funcdo Primitiva
e’ e +C
cos T senz + C
sen x —cosz+C
a ar +C
gkt zF/k4C

Mais em geral, sendo f: I — R derivavel num intervalo I e a, o constantes reais, alguns
exemplos de primitivas imediatas sao:

a+1 T
(7) /adx =ar+C (a €R) (#4) /f’(x)fa(x) dx = fozi—l—(l) +C (a#-1)
'y W@
(iii>/§((x)) dz = log |f(z)| +C (w)/af(ﬂf'(x) do = oo +C @R\

(0) [eos(f@))f (@) do =sen(f(@) +C  (vi) [ shif(e))f(a) do = ch(f(a) +C

E assim possivel construir uma tabela de primitivas imediatas (Apéncice 1 deste capitulo)
que mais nao é do que uma lista de regras obtidas por leitura revertida de regras de
derivagdo. Em cada caso, pos-se dentro do sinal [ --- dr uma “expressdo”’ na forma
de “derivada de alguma funcdo”. A tabela diz-nos, no segundo membro, qual é essa
funcao. Por exemplo, a regra (vi) afirma que a primitiva de uma “expressao” do tipo
sh(f(z)) f'(z) é igual a ch(f(z)) + C; isto acontece porque a derivada de ch(f(z)) +C é
precisamente igual a sh(f(z))f’(x). Para que a tabela seja til, devemos ser capazes de
traduzir a “expressao” a primitivar numa das formas contempladas na tabela dentro do
simbolo [ --- dz. Este passo representa a tnica dificuldade do processo de primitivagao

imediata. Ele requer um conhecimento razoavel das regras de derivacao.
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Exemplo 21 [Primitivas imediatas]

6
L. /(— senz)(cos x)® dr = (COZI) +C. [Regra 4. da tabela]
2. / JW dr = / 1+e(j)2 dx = arctg(e®) + C. [Regra 15. da tabela]
3. / © _dr= log (7+¢€") +C. [Regra 3 da tabela]
7T+e*
e 3 (5+em)—3/4+1
4. d:l::/ezf)—i-ez Mdep ="~ 4
/ Y5+ ey (5+¢%) 34+ 1
=4+/5+e* +C. [Regra 4 da tabela]

7.3 Regras de primitivacao

O célculo das primitivas de uma funcgao baseia-se num conjunto de regras, as chamadas
regras de primitivacdo, que se obtém a partir das regras de derivacao.

A. Regra de primitivagao por decomposicao

Resulta da regra da derivacao da soma de fungoes e da regra de derivagao do produto de
uma funcdo por uma constante. Se u e v sao fungoes derivaveis e a e 3 sao constantes
reais, entao

[au(x) + pu(z)]" = o/ (z) + BV (2). (54)

Em termos de primitivas, a regra (54) traduz-se por

/ [ (z) + B (2)] dz = au(z) + Bu(z) + C.

Pondo, mais em geral, u/(x) = f(x), v'(z) = g(z) e u(z) = F(x), v(z) = G(x), com F

e G primitivas de f e de g, respectivamente, e atendendo a que

/f(:c)dx:F(x)+C, /g(x)d:v:G(:E)+C,
/ laf(z) + Bg(x)] dz = aF(z) + HG(x) +C.

Podemos entao estabelecer o seguinte resultado.

Conclusao A [Primitivagdo por decomposicdo]
Sejam f e g fungoes primitivaveis num intervalo I e «a, 8 duas constantes reais.. Entao

af 4+ Bg é primitivavel em I, tendo-se

/ laf () + By(x)]dz = a/f(a:)dx + B/g(x)da:. (55)
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Exemplo 22
2 3 2 —
/SCosx—ez—Fsenx da::5/cosxda;—/exda:—3/senxdx
5 1+ cos?x 5 1+ cos?x
2 €T
=bsenz — g€~ 3arctg(cosz) +C [

B. Regra de primitivacao por partes

Resulta da regra de derivagao de um produto de fungoes. Se u e v sdo fungoes derivaveis,

entao

[u(x)v(2)] = (x)v(x) + u(z)v' (). (56)

Em termos de primitivas, podemos traduzir a igualdade (56) por

/ (W' (z)v(z) + w(@)' (z)] do = u(z)v(z) + C.
Numa forma mais 1til, do que se viu em 7.3A., podemos escrever
/u'(:p)v(:p)daz = u(x)v(x) — /u(:v)v’(ﬂ:)dx +C.
Pondo agora u/(z) = f(z), v(z) = g(x), u(x) = F(z), onde F é uma primitiva de f, sai

f@)g(e)ds = F@)g(a) — [ Fla)g/()da.

/ﬂmmwmz(/ﬂmmﬁam—/(/ﬂ@w)ﬂ@m. (57)

Podemos entao estabelecer a seguinte conclusao.

ou ainda,

Conclusao B [Primitiva¢do por partes]
Sejam f: I — R primitivavel, F': I — R uma primitiva de f e g: I — R derivavel,

tais que o produto F'g’ é primitiviavel em I. Entao fg é primitivdvel em I, tendo-se
[ t@g@rts = Pajgla) - [ Py @) (59)

Podemos ler a férmula (58) da seguinte forma: a primitiva de um produto € igual a
primitiva do primeiro factor a multiplicar pelo seqgundo factor, menos a primitiva do
novo produto que resulta de multiplicar o factor que ja estd primitivado pela derivada
do segundo factor. A regra de primitivacdo expressa na férmula (58) evidencia que a
primitiva de um produto pode ser calculada em dua partes: na primeira, primitiva-se
apenas o primeiro factor, que depois é multiplicado pelo segundo; na segunda parte,
primitiva-se o produto da funcdo que ja estd primitivada pela derivada do segundo

factor.
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Observagao 17

(a) Para que o método de primitivacao por partes tenha sucesso, pelo menos um dos
factores deve ter primitiva imediata; o método resulta quando se sabe primitivar

o produto que aparece na segunda parte (cf. o exemplo 23 (a)).

(b) Em geral, conhecendo a primitiva de ambos os factores, escolhe-se para primeiro

aquele que menos se simplifica a derivar (c¢f. o exemplo 23 (b)).

(¢) O método de primitivac¢ao por partes pode ser aplicado com suceso para primitivar
uma fungao que ndo tem primitiva imediata, digamos f(x), interpretando-a como

o produto 1f(x) e comegando por primitivar o factor 1,

/f(a:)dm - / | f(@)de = of (z) — /:L"f’(x)d:c _ (59)

Este é o processo habitualmente utilizado para primitivar, por exemplo, logaritmos,

arcos trigonométricos e argumentos hiperbdlicos (cf. o exemplo 23 (c)).

(d) Ao aplicar o método de primitivacdo por partes duas ou mais vezes sucessivas,
é frequente reencontrarmos a primitiva inicial afectada de um certo coeficiente
(diferente de 1). A primitiva proposta pode ser obtida como solugdo de uma

equagao cuja incognita é precisamente essa primitiva (¢f. o exemplo 23 (d)). m

Exemplo 23
2 2 2

T 2 1 x x
1 = Togr— [T ldr="10g2- L 1c.
(a) /w og xdx 5 log / 5 xdw 5 logz — - +C

Repare-se que o factor log z nao possui primitiva imediata. Devemos, portanto, primi-

tivar primeiro o factor .
(b) /:cezdx = ze’ — /exd:v =ze® —e"+C.

Aqui conhecemos a primitiva de ambos os factores. Mas o polinémio “complica-se”
quando primitivado, porque aumenta de grau, e simplifica-se quando derivado. E entao
conveniente guarda-lo para segundo factor.

1
tgxdr = larctgx dx = tgx — —d
(c) /arcga; T /arcgm T = x arctgx /:c1+x2 T

1 2 1
= :1ca1"ctgac—2/1_:U2 dx = :varctgx—ilog(l—i-xQ)—i-C.

O arco-tangente nao tem primitiva imediata, mas foi muito simples usar o método de

primitivacao por partes para o primitivar.
(d) /e’” senzdr = e“senx — /ex cosxdxr = e"senz — (ew cos x + /er sena:d:c)

= exsenx—excosx—/ezsenxdm.

136



Entao podemos escrever
/e”” senxdr = e*(senx — cosx) — /em sen xdz
e resolvendo esta tltima equagao a respeito da incégnita [ e senzdz, resulta

x
/emsenxdxzz(senx—cosx)+C. [

C. Regra de primitivagao por substituicao

Resulta da regra de derivacao de uma fungao composta. Se u e v sdo fungoes derivaveis

e a composta u o v estd bem definida, entao

[u (v(®))]" = u' (v(t) V' (1). (60)

Pondo u/(z)= f(z), u(z) = F(x), v(z)=g(x) e v'(x)=¢'(x), onde F é uma primitiva de

f, vem
/f (9() g'(t) = F (g(t)) + C. (61)

A expressao (61) pode adquirir uma forma mais 1til, atendendo a que F(g(t))+C indica

uma primitiva genérica de f(x) calculada em x=g(t). De facto, podemos escrever

Jrawao = | [ e (62)

mas a expressao (62) ainda nao é bem o que nos interessa. No entanto, tendo em conta
que, em geral, o problema que nos é proposto é o de calcular / f(z)dz, basta entao

desfazer a substituicio x = g(t) na férmula (62), através de t = g~ !(z). Legitimando as

“manobras” anteriores, a conclusao ¢é a seguinte.

Conclusao B [Primitiva¢do por substituicdo]
Sejam f: I — R uma funcao primitivavel no intervalo I, F' uma primitiva de f em I,
e g: J — I uma funcao bijectiva com derivada nao nula em cada ponto de J. Entao

F o g é uma primitiva de (f o g) ¢’ em J, tendo-se

[rea=|[roengoal . (63

A expressao (63) exprime a regra de primitivagao por substituigdo de varidvel. Mais
concretamente, ela indica que o célculo da primitiva de f(x) pode ser efectuado da

seguinte forma:
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e faz-se a substituigao = = g(t);
e calcula-se depois a nova primitiva /f(g(t)) g (t)dt;
e desfaz-se a substituicio, regressando & varidvel inicial x, através de t = g~ !().

Observagao 18

Em geral, aplica-se o método de primitivacao por substituicdo quando nao se sabe pri-
mitivar a funcao dada por outro processo, ou ainda quando o cdlculo da primitiva dada
se simplifica significativamente. O sucesso do método depende, obviamente, da subs-
tituicao adoptada. A dificuldade estd em intuir uma substituicao adequada para a
primitiva que nos é proposta. Para a escolha da substituicdo, podemos recorrer a uma
tabela onde se listam substituigoes de sucesso para os casos mais importantes (Apéndice

2 deste capitulo). [
Exemplo 24

(a) Para calcular / zVx — ldz, faca-se a substituicio definida por z—1 =2, t > 0.

Vem x = 1+t%, t > 0, e no ambito da férmula (63), tem-se g(t) = 1 + 2. Entao

g'(t) = 2t e somos conduzidos ao célculo da nova primitiva,

2 4 2
/(1+t2)x/7722tdt:2/(t2+t4)dt:3t3+5t5+c.

Para regressar a variavel x, desfaz-se a substitui¢ao, notando que t=+vz — 1 com

x> 1, uma vez que t > 0. Resulta finalmente

/l‘\/l‘—ldl‘zg (x—1)3+§\/(x—1)5+6.

(b) Para calcular /\/ 1 — a2 dz, faga-se a substitui¢do = = cost, com ¢ € [0, 7r]. Neste

caso, tem-se g(t) = cost e ¢'(t) = —sent, para t € [0,7]. Calculemos entao
1- 2t
/\/1 —cos?t (—sent)dt = /sethdt = /ZOS dt

1 1 1
= = cos2t —1) dt = = sent cost — —t+C.
2 / ( ) 2 2 *
Para regressar & varidvel x, atenda-se a que x = cost, t € [0, 7] < t = arccosz,

x € [—1,1] e a que, para t € [0,7], cost =z < sent = /1 — 22, uma vez que
sen’t 4 cos’t = 1, V¢t € R. Entdo

1 1
/\/1—ar2dac = §m\/1—x2—§arccosx+c.
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arcsen /x
N3

tituicdo, caimos numa primitiva que podemos determinar recorrendo ao método

(c) Para calcular dz, faca-se x = t2, t > 0. Depois de introduzir a subs-

de primitivacao por partes. Vem

t
/arcsten o dl — Q/arcsentdt = 2/1 arcsent dt

1
= 2|(tarcsent— [t —dt
A=)
= 2t arcsent+/(—2t)(1 — )72t

= 2t arcsent +2v/1 —t2+C,

donde, regressando a varidvel x, resulta

arcs\e;\/:? dx = 2y/x arcsen/z +2v1 —x +C.
x

(d) Para calcular / TV dz, faca-se x =5 ¢t > 0. A solucio é
1+ ¥z

D el _ 2. 5/3 2 _4/3 V _7/6 v _5/6 2 2/3

—22Y2 4 6216 — 3log (1 4+ 2'/3) — 6 arctg(z'/%) + C.

(e) Para calcular /a: V1+z, facase 1+x =1t% t>0. Vem

/x\4/1—|—x:;1\4/(1—|—x)9—§\4/(1+x)5+C.

7.4 Primitivacao de fungoes racionais

A primitivagao de funcoes definidas como quociente de polindmios (fungoes racionais),
P(z)
Qz) ’

é feita com uma técnica muito propria que se baseia na decomposigao da fraccao P(z)/Q(x)

f(z) = z € R\{zeR: Q(z) =0}, (64)

em fracgoes mais simples, ditas elementares. Para obter uma tal decomposi¢ao, é cru-
cial a determinacao dos zeros do polinémio ), bem como a especificacdo da natureza
e da multiplicidade de cada zero. Omitindo aqui alguns resultados sobre polinémios,

passemos a descricao desta técnica.
Passo 1 Divisao dos polinémios (nem sempre é necessario).

Se grau ) > grau P entao efectua-se a divisao dos dois polinémios. Resulta

P@) o R
o~ T Q@)

(65)
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onde S e R sao polindémios e grau R < grau). A fraccao deve agora ser

R(z
Q(z)
decomposta, como vird explicado nos passos seguintes.

R(zx)
Q(z)

(a) Determinam-se os zeros de Q, atendendo a que:

Passo 2 Decomposicao de

em fracgoes simples.

e se () é um polinémio de grau n entao () possui exactamente n zeros, que
podem ser reais ou complexos;

e 0s zeros complexos ocorrem sempre aos pares de conjugados, isto é, se
a + bi é um zero de ) entdao a — bi também é um zero de Q;

e cada zero de (Q pode ser simples ou de multiplicidade um, quando anula ()
mas nao anula a sua derivada @', e pode ser mailtiplo com multiplicidade
k > 1, quando anula @ e todas as suas derivadas até a ordem k£ — 1 mas

nao anula a derivada de ordem k;

e 0 polinémio @ possui o zero real x = a com multiplicidade & > 1 se, na

factorizacdo de @, o factor (x — a) ocorre exactamente k vezes;

e 0 polinémio ) possui o par de zeros complexos x = a = b1 com multipli-
cidade k > 1 se, na factorizacdo de Q, o factor [(z — a)? + b*]¥ ocorre

exactamente k vezes.

(z)
Q(x)

encontrados em (a), atendendo a que:

(b) Decompoe-se

numa soma de fraccoes simples, com base nos zeros de @)

e cada zero real x = a, com multiplicidade k, contribui com k fraccoes

simples da forma

Ay Az A (66)
(z—a)k " (z—a)k1’ T r—a’
onde A1, Ao, ..., A; sdo constantes reais a determinar;

e cada par de zeros complexos conjugados x = a = b1, com multiplicidade
k, contribui com k fraccoes simples da forma

Pz + Q1 Py + Q2 Pz + Qg
[(x —a)2+ b2k 7 [(x —a)?+b2k—1" " (x—a)?+ 02

(67)
onde P, Q1, P>, Qs, ..., Py, Qr sdo constantes reais a determinar.

(¢) Calculam-se as constantes A;, P;, Q; que figuram nos numeradores das fracgoes
simples (66) e (67), recorrendo ao chamado método dos coeficientes indeter-

minados, que vird exposto nos exemplos que se apresentam a seguir. Na
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pratica, recorre-se muitas vezes a outras regras bastante simples que, con-
jugadas com o método anterior, simpificam significativamente os calculos a

efectuar!.

Passo 3 Célculo das primitivas.

O calculo da primitiva inicial é efectuado a partir do que se viu nos passos anteri-

R(z)
Q(x)

ores, nomeadamente, a partir da expressao (65), onde se escreve como uma

soma de parcelas dos tipos (66) e (67). Entao

/ggg dx:/S(x)d:z:Jr/gggdx,

onde a primeira primitiva no segundo membro é imediata, por se tratar de um

polinémio, e a segunda primitiva é a soma das primitivas das fracgoes simples en-
volvidas na decomposi¢ao. Todas as fracgoes da forma (66) tém primitiva imediata
(regra 4. da potancia e regra 3. do logaritmo). As fraccoes da forma (67) podem
ser primitivadas através de uma substituicdo de varidvel. A tiltima, em particu-
lar, pode ser tratada como primitiva imediata, depois de algumas manipulagoes

algébricas (regra 15. do arco-tangente). [

Exemplo 25

2x° — Axt + 423 — 422
1. Calcular/ v oA A — A A 3w

@+ (e —1)?

Passo 1 Neste caso, grau P = 5 e grau() = 4, pelo que é necessario efectuar a

divisao dos dois polinémios. Resulta

2x® — dx* + 42® — 422 + 32

@r@_12 =t

(2 4+ 1)(x —1)2°

Passo 2 Vamos decompor a fracgao no segundo membro da ultima equacao em

fracgbes simples.

(a) Os zeros de Q(x) = (22 + 1)(z — 1)? sdo:
x =1, real com multiplicidade 2;

x = +¢, complexos conjugados com multiplicidade 1.

!Para a descricdo de outras regras praticas, consultar, por exemplo, o livro Principios de Andlise
Matemdtica Aplicada de Jaime Carvalho e Silva (McGraw Hill, 1994).
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(b) A fracgao decompoe-se numa soma de trés fracgoes simples, duas delas associ-
adas ao zero real de multiplicidade 2 e a outra associada ao par de complexos

conjugados de multiplicidade 1,

x A n A +P$+Q
(22 +1)(x—1)2 (x—1)2  z-1 z2+17

(68)
onde Ay, As, P e () sao constantes a determinar.

(c) Da equagao (68), reduzindo ao mesmo denominador, sai que
r = A(@®+1)+ Az — D)2+ 1) + (Pz + Q)(x — 1)?
= (Ao 4+ P)a’ + (A — Ay —2P + Q)2® + (Ay + P — 2Q)x + (A — Ay + Q),
donde
Ar+P =0, A1—A—-2P+Q =0, A+P-2Q=1, A1—A+Q =0,

e, portanto
1 1
A== A, =0, P=0, Q:—§. (69)

A concluir este segundo passo, da equagao (68) e das expressoes (69), resulta

1 1
x _ 2 + 2
(2 4+1)(z—1)2 (x —1)2 24+1°
Passo 3 Do que se viu anteriormente, sai
205 — 4zt + 423 — 42% + 3
/:1: r* +4x m+xdx:/2xd$+/ x I
(22 + 1)(z — 1)? (2 +1)(z —1)?
1 1 1 1
= 2z d — | ———=dx — = d
/ . $+2/(x—1)2 v 2/:1:2+1 v
1 1
2
= — — — — arct C.
T 2z —1) 2arch+
42? 1
2. Calcular /de
T —
Passo 1 Nao ¢é necessario dividir os polinémios.
422 1 -1 2 3
Passo 2 Obter et =— + + .
3 —x x r+1 x-1
422 1 —13 1)?
Passo 3 Resulta Tt dr = log |2 Ple+1) + C.
3 —x ||
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z+1
3. Calcular /x(xQ—i—l)Q dzx

Passo 1 Nao é necessario dividir os polinémios.

z+1 1 —z+1 -z
P 2 Obter —5——5 = — .
asso 2 Obter NECIYE . + @2+ 1) + 21

Passo 3 Resulta

/ o T IS T B N
—5 5 ar = 10 — arctgx .
2(2? + 2)2 E\Vart1/) " 2@rr1) T 28 1+ a2

143



Tabela de primitivas imediatas



Universidade do Minho
Departamento de Matematica

LCC
2006,/2007

Na lista de primitivas que se segue, f: I — R é uma funcao derivavel no intervalo I e

C denota uma constante real arbitraria. Adoptou-se a notagao f para f(z)

1./adm:am+C
f/
3./7dx:10g\f|+c

5./f’cosfd:r:senf—|—(3

! _
7./0082fdx—tgf—|—c

9./f’tgfdx: —log |cos f| +C

! 1
11. / dr =log | — +tg f|+C
cos f cos f
I 1
13. dr =log|—— —cotg f| +C
sen f sen f
15. fildx:arctgjw—c
1+ /2

17./f’chfd:1::shf+c

]('/
19. dx = th C
/ch2f ‘ U
21. | ———=dx =argsh f +
VIEt+1

f _
23./1_f2dx—argthf—|—(3

fa+1

2./f’fadx: a+1+C (a # —1)

!
4./aff’dx:a—+c (aeRT\1)
log a

6./f’senfdm:—cosf+C

fl

. Senzfdx:—cotgf—i-c

10./f’cotgfdac=log |sen f| +C

!/
12. fidx:arcsenf—i—c
V1= f2
—f
14. | ———=dxz = arccos f +C
1= f2
—f
16./de:arccotgf—|—c

18./f’shfdx:chf+c

!
20. Tr = —cot +
}f;fd hf+C
S
!
22 \/% d.’,ﬁ = al"gChf +C
f/
24. r = argcot +
T fzd gcoth f +C



Tabela de substituicoes



Universidade do Minho
Departamento de Matematica

LCC
2006,/2007

Na lista de substituigoes que se segue, a, b e ¢ sdo constantes reais arbitrarias. A

notagao R(---) indica uma fungao racional dos monémios que se encontram dentro dos

paréntesis. Na coluna da esquerda, figuram diferentes tipos de funcées primitivaveis Na

coluna da direita sugere-se, em cada caso, uma substituicao adequada a funcao indicada

na coluna da esquerda.
Tipo de Funcao

1
1.m,keN’k>1

P(x)

2. m,kEN,k>l, b2—4ac<0

onde P(z) é um polinémio de grau inferior a 2k

P(x
[(gg—p)(2:-q2]k’keN’k>1

onde P(x) é um polinémio de grau inferior a 2k
4. R(a"™, a®", ...)

5. R(log ,x)

p/q r/s
6. R|zx, oz +b , oz +b y e
cr+d cr+d

7 R (az, (ax + b)p/q, (azx + b)r/s, .. )

8 R (:E,xp/q, z"/*, )

Substituicado

T =atgt
+b t

axr + - =
2

r=p+qt

a™® =t com m=md.c(rs,...)

t =log ,x

a:r—i—bi
cx+d

t"™ com m = m.m.c.(q,s,...)

(ax +b) =t™ com m =mm.c.(q,s,...)

x=t" com m =mm.c.(qg,s,...)

2 sent 2 cost 2 tht
Tz =—sent ou x = — cost ou x = —
b b b
L tgt 2 sht
= - ou r=-—5
b ° b
2 sect 2 cht
T =—sect ou r=—C
b b
xz%seth ou x:%cosgt
a . 2
= — tg°t
z bg



Tipo de Funcao

14. R (2,77, Voo —a)
15. R (x, vVaz? + bx + c)

16. 2™ (a + bz™)P/

17. R(senzx,cosx) com

(a) R impar em sen x isto é
R(—senx,cosx) = —R (senz,cosx)

(b) R fmpar em cos z isto é
R (senx,—cosz) = —R (senz,cosx)

(¢) R par em (senz, cosx) isto é
R(—senx,—cosxz) = R (senx,cos )

(d) nos restantes casos (e até nos anteriores)

18. R (senmx,cosmz)

19. R(e”shx,chx)

20. R (shz,chz) com
(a) R impar em shz

(b) R impar em chx

(¢) R par em (shz,chz)

(d) nos restantes casos (e até nos anteriores)

21. R (shmz,chmax)

Substituicdo

a 2
r = — sec“t
b

sea >0 fazse var? +br+c=xz\a+t
sec >0 faz-se var?+br+c=+/c+tx

se ar® +bx +c=a(x —ri)(x — 1) faz-se
Vaz? +br +c= (x —r)t ou
Vaz? +br +c= (z — 1)t

se mT'H € Z faz-se a+bz" =t4

se % + % € Z faz-se a + bx™ = z"t4

cosr =t
senr =t

tgx =t, sendo entdo (supondo z €]0,7/2[)
1

senr = —(—, COST =
1+1¢2 V1412

w d 2t 1—¢2

—_ = senao senr — COSL = ———=

6575 1+’ 142

mxr =1t

r =logt

chz =t

shx =t

th t do sh ¢ h !

r =1, sendo shx = , chx =
V1—1¢2 1—¢2

thZ = ¢, sendo sh N &

—_ = senao snr —= ——«¢ chr =

2 ’ 1—¢27 1—¢2

mr =t




