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Integrais

1. Um objeto move-se ao longo de um eixo de coordenadas x. O seu movimento ¢ descrito por
uma funcdo x = z(t) no intervalo de tempo [0, 7T]. Sabendo que a posi¢ao no instante inicial
¢ (0) = 0 e que a lei das velocidades deste movimento é descrita pelo seguinte grafico:

2V,

determine:

(a) os intervalos de tempo onde o objeto estd respectivamente: parado, em movimento
uniforme, em movimento acelerado e em movimento desacelerado;

os deslocamentos efetuados nestes intervalos de tempo;

)
c) as distancias percorridas nos mesmos intervalos de tempo;
) a posicao no instante t = T" e o deslocamento total,

)

2. Considere a sequéncia de pontos {xg, 1,22, ,Tn—1,2,} no intervalo [a,b], onde z; =
a+i(b—a)/n para cada ¢ = 1,2,...,n. As somas superior e inferior da funcao f(z) = x
neste intervalo sao:

- b—a - b—a
sn:;xi( = ) esn:z;m( . )
1= 1=




Mostre que:

@ 8= (-0 (a+0-a)"F1);

0) 50 = =) (a+ (b-0)" 52 ):

n
(c) ambas estas sucessdes convergem para (b? — a?)/2;
v —a?

5

b
(d) conclua que / xdr =

3. Calcule os seguintes integrais:

(1) /03;52 da (2) /23(3332 — 4z + 2) dx
1 2

(3) /0 " da (4) /0 (z — 1)(32 — 2)| do
/2 5

(5) /_Tr/2 senx dx (6) /_3|x —1|dz
4/3 1 1 )

(7) /3/4 AV dx (8) /0 log (z* + 1) dx

3 0
9) /0 V9 —z2dx (10) /52x\/4—xd:c

2 w/2
(11) /:v?’exzdx (12) / S sen x cos z dx
0 0
/2 ™
(13) / |senz | dx (14) / cos® usen u du
—7/2 —m

0 T
(15) / t\V1+t2dt (16) / xsenz dx
—4 0

\/§/2 T
(17) / arcsen x dx (18) /sen(2:c) cos z dz
0

3

e w/4 e~
1 logtdt 2 Tle” d
(19) /1 og (20) /0 e <e + c032x> x

s 2
(21) /QSGH.CL‘—COSLL"dI' (22) / Vx| dz
0 -3




z? se 0<z<1

2
(23) /Of(x)dx com f(x):{Q—x se 1l<x<2

1
_ T se 0<z<1/2
(24) /Og(a:)da: com g(a:)—{ -2 se 1/2<z<1

4. Seja f: R — R uma funcao continua tal que

r 1 2
/ f(t)dt = —§+x2—|—fcsen(2a:)+ COS; x)’ Vo € R.
0

Calcule f(%) e f'(%)-

1.2
5. Considere F : [0,4/5] — R definida por F(z) = / f(t)dt, onde a fungao f:[0,5] — R
0

¢é dada pelo seguinte grafico

Determine F(v/3) e F'(\/3).

6. Em cada uma das alineas, calcule a funcao derivada de F', sendo F' definida por:

(a) F(x)= /Ox(l +3)73dt, reR

2

(b) F(x) :/Ox (1+t)3dt, z€R

2

T t6
Fla)= | —— R
(c) F(x) /x3 T dt, z €

7. Seja f: R — R uma funcao derivavel tal que f(0) =2 e f'(z) > 4, para todo = # 0, e
g:R — R a funcao definida por

g(x) = /Oa? f(t)dt — (2z + 227).



(a) Calcule ¢'(z) e ¢"(z), x € R.

(b) Mostre que ¢g(0) =¢'(0) =0 e que ¢"(x) > 0 para todo x # 0.

x
(¢c) Estude a monotonia de g e conclua que / f@t)dt > 2z + 222, VYo #0.
0

2

8. Considere a fungao real de varidvel real definida por F(x) = / e’ dt, z € R.
1

(a) Calcule os zeros de F'.
(b) Estude a paridade da fungao F'.

(c) Determine os intervalos de monotonia da fungao.

9. Dé exemplo de, ou mostre porque nao existe:

(a) uma fungao f:[0,1] — R nao integrével,

(b) uma funcao f:[0,1] — R derivdvel mas nao integréavel;
— R derivavel mas nao primitivavel;
(d) uma funcdo f:[0,1] — R primitivdvel mas nao derivével;

,1] — R integravel mas nao primitivavel;

)
)

(c) uma funcdo f:
)
) uma fungao f :
)

]
]
]
]
(e ]
(f ]

uma funcao f:[0,1] — R nao integravel tal que |f| seja integravel.

10. Em cada alinea calcule a area da regiao limitada pelas curvas de equagoes:

=1, =4, y=+z, y=0

t=0 z=1, y=3z, y=—a>+4
r=0, t=2, 224+ (y—2)2% =4, 22 + (y+2)* =4

x=0, x=7/2, y=senx, Yy =cCOSZIT

r=0, z=1, y=+vz, y=—2 + 2
xz*la y:’(L'|, y:2x, x=1
y=logz, y=0, z=-¢e

r=0, r=m, y=2senzx, y= —senx

2=922-2 y—2+5=0



() y=-2° y=—(42° —4z)
7
(m) yz—x2+§, y=2>—1
(n) y=0, x=-log2, x=Ilog2, y=shz

11. Estabeleca um integral (ou soma de integrais) que dé a area da regiao

(a) D={(z,y) eR?*: 0<z<2 A —z<y<az?}

b) D={(z,y) eR?*: (-2 +y* <4 N0 <y <ua}

() D={(x,y) €R?*: [z] + |y < 1}

(d) D= (x,y)€R2:x2—1§y§x+1}

(e) D:{(x,y)ERQ:—1§x§2/\0§y§ex/\Ogyge*‘”}
(f)y D= (x,y)€R2:0§:I:§2/\O§y§:B2/\0§y§2—x}
(8) D={(x,y) €eR*: y>0Ay>a?-22Ay<4}

(h) D={(z,y) eR?: 2 <3 A a?—4z+3 <y < —a?+5z—4}

12. Na figura estao assinaladas trés regioes limitadas entre o grafico de uma fungao f : [0,3] — R,
derivavel, e o eixo das abcissas, que correspondem as abcissas dos intervalos [0, 1], [1,2] e
[2, 3], respetivamente. A drea de cada uma destas regides vem inscrita no seu interior.

Nestas condicoes, considere a fungao F' : [-3,3] — R definida por F(x) = / f(t)dt.
1

(a) Preencha a tabela, determinando os correspondentes valores de F'(x):

x [ 3] -1 [ 17 3
F(z)

(b) Determine expressoes para F'(x) e F"(x).

(c) Represente F' graficamente.



