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Primitivas
1. Comecemos por calcular / zsen z dr.
Sejam
f(x) =senzx f(z) =—cosz
g(a) = 2? g'(x) =2x

Aplicando o método de primitivacao por partes, obtemos
/a:QSenac de = —z’cosz — / —2zcoszdr = —x’cosx + /250 cos x dx.

Vamos aplicar de novo o método de primitivagao por partes para calcular [ 2z cosz dx.

Sejam
f'(x) = cosx f(z) =senx
g(z) =2z g (x)=2

Aplicando o método de primitivagdo por partes, obtemos

/mQSenxdazz—xzcosx+2xsenx—/286nxd$:—x2cos:z+2xsenaz+2 cost+C, CeR.

Vamos agora determinar o valor da constante C' de modo a encontrar a primitiva que
passa no ponto (3, 7). Tem-se que:
2

—%cosg—l—wseng—i—Qcosg—i—C:ﬂ & O =0.

Consequentemente, a primitiva que passa no ponto (3, ) é

F(x):—x2cosx+2xsenx+2(:osx.
20%  ? 65
2 = 5~ —
() fla) = 5 — 5 — 80+
1
(b) fla) = 2F — S sen (20)



[Primitivas imediatas]

(1) /(\/:E+2)2dx=/(:c+4\/:2+4)dx=/xdx+/4m1/2dx+/4dx

2 p1/2+1
4 ———+42+C
+ 1/2+1+ T+

-
2
z? 8 3/9

6
(2) /(3m2—2m5)dx:m3—x+0, CeR

3
1 1 (22 + 10)% 2z + 10)%
(3) /(2x+10)20dx:/2(2x+10)20da::M+C’:M+C, CeR
2 2 21 42
1 1
(4) /m2ex3dx:3/3x2ex3d:c:3ex3+0, CeR
1 1 5 1 10 5 1 10
(5) /:c4(1:5+10)9d93:/53:4(x5+10)9dx:(x+0)+C:M+C, CeR
5 5 10 50
2z + 1
1 1(2z +1)%/2
(7) /\/2x+1dx:/(2x+1)1/2dx:2/2(2x+1)1/2dx:2(x;/2)+C

- é(2m+1)3/2+0, CeR

T 1 —2z 1
(8) /S_xde:—Q/B_xde:—Q1n|3—:c2]—|—0, CeR

1 1 -3 1
der = —= de=—=1nl4 — R
9) /4_3$ x 3/4_3$ x 3n| 3z|+C, Ce

1 1 1
(10) /egxdx:/e?’xdx:—g/—3eS‘Edw:—ge?’x—i—C, CeR

(11) /\/%d:v:/—7(l—5x)_l/2d$: :—; /—5(1—5x)_1/2da:

(1 —5x)l/2 14

7 5(1—5x)1/2+0, CeR

7
=< C
5 +



1 1 1 1
(12) /@dl‘:/ (14‘3111@1/2(153:S/i(1+31n$)1/2dx
1 (1+31Inz)%? 2
—3(_‘_33/I2lx)+C':9(1+31nx)3/2+C, CeR
1
(13) /:L‘sen(mQ)da::2/2xsen(x2)d;g:_COS( )+C, CeR

1 1
4) [ — dr— [ — % gr—arctg(n)+C, CER
(14) /x(ln2x+1) v /1+ 7, 4 = arctg (Ina)

(15) /<i3>2;2dx:§/; (23)2 de

(16) /sen(77—2x)dx=—§/—2sen(77—2az)dx:;cos(7r—2:1:)+C, CeR

(17) /th$dx—/dm—lnchx)+0 CeR

sen233

(18) /senxcosxdx: +C, CeR

—9 3
(19) /Sen(l’ls) Cosxdac:/2senxcosgxdx:—2/—senmcos2a:d:n: %—I—C, CeR

(20) /sen2 (5) o (5) dx:/<1_§"”> <1+;°”> dz = i/u—cosx)(ucosx)dx

1 9 1 o, 1 [1—cos(2x)
—4/(1 cos a:)da;—4/sen da:—4/ 5 dz

1 1 1

- = [(1= 2 =— | 1lde—— [ 2 2
8/( cos(2x)) dx 8/ dx 16 cos(2x) dx
1

1
gx—l—ﬁsen@x)—{—C CeR

1- 2 1 1
(21) /senzxd /cos(:n)dx 2/1dm—4/2 cos(2x) dx
1

1
=352 —Zsen(Zx)—i—C CeR



(22) /0053 dr = /(1 — sen’z) cos z dr = /cosxda: - /cosa:sean dx

3

sen-xr

=senx —

+C, CeR

T 1 2z 1 9
(23) /x21d$:2/x21da::21n|$ -1+C, CeR

T gr=1 [ o2 1*1/2d—1(9€2*1)1/2 C=vV#2—1+C, CeR

(25) /1 sen(Inz)dr = —cos(lnz) +C, CeR
x

(26) /_?)d ——3/1(ln )2 d _ gm0 o 3 o Gemr
z(Inz)? e z v -2 ~ 2(Inx)? ’

e e’ x
(27) /He%fdx:/ﬁl—l—((ax)de:arCtg(e)—'_C, CeR

e’ 1 —2¢€” 1 .
(28) /126xda:——2/126xd$——21n\1—26 |+C, CeR

1 1 7 1
2 — dr=z | ———dz == R
(29) /cos2(7x) dx - / o2 (72) dx - tg(7x)+C, Ce

(30) /(\/235 —1-V1+3z) de= /(2:): —1)Y2dz — /(1 +32)Y2 dx

1 1
=5 /2(2x—1)1/2dx—3 /3(1+3:v)1/2da:

1 (@2z-1)%2 1 (1+32)%2
2 3)2 3/2

1 2
:§(2x—1)3/2—§(1+3$)3/2+0, CeR

+C

w

(31) /i(1+(1nx)2)dx:/1dx+/1(1na:)2dx




(32) /2 + y/arctg (2z) dp —

1+ 422 /1+ 2x)?

1 1/2
der/ T+ @) (arctg (2z))"/“ dx

L 1/2
dx + 5 /1 e (arctg (2z))"/“ dx

B 1 (arctg (2z))3/?
= arctg (2z) + 5 3/2 +C

1+ (22)2
= arctg (2z) + %(arctg (22))%2+C, CeR

earctgm
(33) /1—’—];2 d.r = earCtgx =+ C, C - R

senx

(34) V14 cosx

dﬂb‘:/seniﬂ(l—l—cosav)_l/Qdm: —/—SGHZL‘(l—I—COSZL‘)_l/2 dz

1 1/2
_ (reosz) P o o fTTsze (. CeR

1/2
[Primitivagao por partes]
(1) Calcule /lna:d:c.
Sejam
filz)=1 flz) = v
@)=l g)="

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

/lnxdx:xlnaz/$1dx::cln:c/1dx:xlnxaz+C', C eR.
x

(2) Calcule /wsen (2z) dz.

Sejam
f'(x) = sen (2x) f(z) = —3 cos(2z)
o) =1 J@) =1

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

1 1 1 1
/a:sen (2z) dx = 5 cos(2x) — /—2 cos(2x).1dx = —5% cos(2zx) + 3 /cos(2a:) dx

1 1 1 1
=32 cos(2z) + 1 / 2 cos(2z) dx = 5% cos(2z) + 2 Sen (2x)+C, CeR



(3) Calcule /arctg:v dzx.

Sejam
fix) =1 flx) =z ,
g(z) = arctg g'(z) = 1422

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

1 2
/lnxd:c:azarctga:—/lf de—xarctgg;_/lfod

1
= xarctgr — 5 In(1+2*+C, CeR.

(4) Calcule /xcos xdx.

Sejam
f'(x) = cosx f(z) =senx
g(z) ==z J(x)=1

Aplicando a férmula de primitivagado por partes, obtemos

/:pcos xd:v—xsenx—/senxdx—xsenx+cosx+C, CeR.

(5) Calcule /ln(l —x)dx.

Sejam
Fa) =1 f@) =z
o) =m(l-2)  ga)= 1

Aplicando a férmula de primitivagdao por partes, obtemos

l1—x-—1

/ln(l—a:)dx:xln(l—x)—/1_$xdx:xln(1—x)—/Hdm

1dx +

=z In(l—-2x)—

=z In(l —x) /ldz—/ dzx
1—x

=rzln(l—2z)—z—In(l—2z)de+C, CeR.

(6) Calcule /x In x dx.

Sejam
flla) =z fla)y="2
g(z) =Inz J(z)=1



Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

= Inz——+C, CeR.

(7) Calcule /:z2senxdx.

Sejam
f'(z) =senz f(x) = —cosz
g(x) = * g (z) =2z

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

/a:2senmd:1: = —2? cosx — /(— cos )2z dr = —x% cosx + 2/3: cos z dz.

Apliquemos de novo o método de primitivacao por partes para calcular / T cosx dx.

Sejam
f'(x) = cosx f(x) =senx
g(x) == J(x)=1

Aplicando de novo a férmula de primitivagao por partes, obtemos

/:BQSenacdx— —a? cos:):—l—Q/x cosz dr

= —172 cosx + 2 (ZESGDJI — / sen:ndx)

= —2% cosz +2xsenx — 2 /sena:da;

= —z? cosz +2xsenz +2cosz+C, CeR.

(8) Calcule /xsena:cosa;d:c.

Sejam
f'(x) =senzcosz flz) = Sef;Q$
glw) = g(z)=1

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos



sen?x sen? x
rsenxcosrdr =x
1
2

2 /1—cos2:n
dx

, sen’e
/COS(ZJ:) dx

/2 cos(2x) dx

sen T

sen?z
2

1
AR
senx 1
/4

T
-7 § en(2z)+C, CeR.

(9) Calcule /ln2xd:p.

Sejam

fl(z) =1 flz) =1
Inx

g(x) =’z g(x)=2—

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

1
/lnzxdx:xln2x—/2xndx—:cln m—2/lnxdaz.
T

Pelo exercicio 4.(1) temos que: /ln rdrx = xlnx — 2+ C, C € R. Entao,

/ln2xdx:xln2x—2xlnx+2x+0, C eR.

(10) Calcule / e’ cos xdx. Este exercicio é andlogo ao Exemplo 5 do ficheiro Aula 14

Caélculo (T). A solugao deste exercicio é:

er cos x + e*sen =
/excosa:d:n: ;— +C, CeR

(11) Calcule / arcsen z dz. Resolvido na aula TP.

(12) Calcule /esenx sen x cos z du.

Sejam
f/( ) Senx COS T f($) esenx
g(x) =senx g (x) = cosx

Aplicando a férmula de primitivagao por partes, obtemos

/esenx sen zcos z dr = "% senx — /esenx cos x dx

=S seng — SNV 40, C eR.



arcsen \/x
———dx.

(13) Calcule NG

Sejam

f’(ﬂl?):ﬁ:acfl/2 flz) =2

g(x) = arcsen\/x g(z) = 2=
Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

1
Vvi—zx
= 2y/x arcsen/z — /(1 —z) 2 dx
= 2y/rarcsen/z +2vV1 -2 +C, C€ER.

dx

aresen y/x dx = 2\/z arcsen \/z — /
NG

(14) Calcule / x arctg x dx. Resolvido na aula TP.

(15) Calcule /mQ log x dx.

Sejam
f(z) = a2 fla) =%
g(z) =logx g(z)=12

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

3 2
/wQ logmdx:glogx—/gdx

3 3

:%log:c—g—i—(?, C eR.

(16) Calcule /sen (log x) dx.

Sejam
fllx) =1 f(z) ==z
g(x) = sen (log z) g'(z) =1 cos(log )

Aplicando a férmula de primitivagao por partes, obtemos

/sen (log z) dx = wsen (log x) — /cos(log x) dx.

Apliquemos de novo o método de primitivacao por partes para calcular / cos(log ) dzx.

9



Sejam
flx)=1 flz) =z

g(z) = cos(log x) g'(z) = —Lsen (log z)

Aplicando de novo a férmula de primitivagao por partes, obtemos
/sen (log ) dx = zsen (log x) — [z cos(log x) — / —sen (log z) dz]

= zsen (log ) — x cos(log x) — /sen (log ) dz.
Entao,

/Sen (log x) dx = zsen (log x) — = cos(log x) — /Sen (log x) dx ,

ou, de forma equivalente,

2 /sen (log z) dx = zsen (log x) — x cos(log ).

Consequentemente,
1 - 1
/sen(log x)dr = v sen (log ) 5 @ cos(log @) +C, CeR
(17) Calcule /chxsen (3x) dz.
Sejam
f(x) =cha f(z) =shz
g(x) = sen (3x) g (z) = 3cos(3x)

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

/chxsen (3z) dx = shzsen (3x) — 3 / sh z cos(3x) dx.

Apliquemos de novo o método de primitivagao por partes para calcular / sh z cos(3x) dx.

Sejam
f(x) =shax f(z) =chz
g(x) = cos(3x) g' () = —3sen (3x)

Aplicando de novo a férmula de primitivacao por partes, obtemos

/Chxsen (3x) dz = shxsen (3z) — 3[chz cos(3z) — / —3chazsen (3z) dz]

=shazsen (3z) — 3chx cos(3z) — 9/ chzsen (3z) dz.

10



Entao,

/ch:csen (3x) dx = shxsen (3z) — 3chx cos(3z) — 9/ chzsen (3z) dx,

ou, de forma equivalente,

10 /cha:sen (3z) dx = shxsen (3z) — 3chx cos(3z) .

h —3ch
Consequentemente, /Chxsen (3x) dx = sha sen (3z) 103C © cos(3z) +C, CeR

(18) Calcule /m3 e dz.

Sejam
fla)=ze”  f@)=}e
g(x) = 2° g'(x) =2

Aplicando a férmula de primitivagdo por partes, obtemos

1
/x3em2dx:2x2e$2—/xex2dx
]. 2 1.2 1 12
= — - = C, CeR.
2x e 26 +C, S

[Primitivagao por substituigao]

(1) Exercicio resolvido no Exemplo 1 do ficheiro Aula 15 Célculo (T)
(2) Exercicio analogo ao Exemplo 2 do ficheiro Aula 15 Célculo (T)

(3) Calcule / V4 + 22 dx, efetuando a substitui¢do z = 2sht, ¢ > 0.

(i) Susbtituigao:

Fazendo x = 2sht, t > 0, tem-se que

o(t) =2sht, ¢'(t) =2cht, t=argsh(z/2).

(ii) Célculo da nova primitiva:

/\/4+x2dx:/\/4+4sh2t. 2cht dt

©'(t)

:/2 1+sh2t.2<:htdt:/4 ch%.chtdt:/zlch%dt

_4/:H_C2h(2t)dt—4<;—|—lllsh(2t)>+0, CeR

=2t +sh(2t) + C =2t +2shtcht +C, C€R.

11



(iii) Regresso a varidvel inicial z:

Atendendo a que: sht = 3, t = argsh (2/2) e a que
ch?t —sht* =1 = cht =+1+sh? (cht>1)

obtemos que

2
/\/mdx = 2argsh (z/2)+x /1 + %—FC = 2argsh (x/2)—|—g\/4—|— 2+C, CeR.

(4) Exercicio resolvido no Exemplo 4 do ficheiro Aula 15 Célculo (T)
(5) Exercicio resolvido no Exemplo 3 do ficheiro Exercicios Resolvidos-3dezembro

(6) Exercicio resolvido no Exemplo 3 do ficheiro Aula 15 Célculo (T)

[Primitivagao de fungoes racionais]

Exercicio resolvido no Exemplo 1 do ficheiro Aula 16 Célculo (T

(1) (T)
(2) Exercicio resolvido no Exemplo 3 do ficheiro Aula 16 Célculo (T)
(3) Exercicio resolvido no Exemplo 2 do ficheiro Aula 16 Célculo (T)
(4) (T)

Exercicio resolvido no Exemplo 4 do ficheiro Aula 16 Célculo (T

2
)
(5) /Mdac:—21n\x]+lnx—1\+21n\x+1\+0, CeR

2
(6) /7dw ) +§—ln]aﬁ\+log|az—3]+0, CeR.
T

ot 3237 T 232
T+3 1 9
=1 -2 —-=1 -2 R.
(7) /(x—2)(m2—2x+5)dx nlx — 2| 2og|ac r+5/+C, Ce¢
x+1 B 1 In(z?+1) arctgz x
1
(1) Calcule/de.
/1daz—/l(2+\/§)_7d:c—2/1(2+\/5)_7dx
2+V2)TVe ) Vo B 2\/x
(2+x)™° 1
=2— = R.
6 +C 3(2+\/§)6+C, Ce

12



(2) Calcule / tgx da.

sen? :): — cos? :1:
/ tg?x de = / 7, / 2,
cos cos

- / cos2 x /

x + (arcsen (32))?
V1—922

de =tgx—z+C, CeR

(3) Calcule dx.

x + (arcsen (3z))? dr — /:p(l _ 0a2)-

Ve (arcsen (3z))? da

1
1/2dx+/
1 — 922

1 —1/2
ST —18z(1 — 92%) dr + - / m
1 (1-922)Y2  (arcsen (3z))>
18 1/2 + 9 +C
1 (arcsen (3))?
:—5\/@—1—#4-0, C eR.

dz.

1
(4) Calcule/1+ex

(arcsen (3z))* dz

1 1+e” —e” ?
/ dm:/ﬂedx:/ldx_/ © de—z—In(l+e")+C, CEeR.
1+ ez 1+e 1+e”

1
(5) Calcule / .

x sen?zx

1 cos? z + sen’z
— dr = — 5 dx
COs* x sen COS “x sen-x

1 1
= da:+/ dr = —cotgx +tgx +C, C eR.
sen? cos? x

1
(6) Calcule | ———=dz, -efetuando a substituigdo = = 2sent.
2 V4 — 22

(i) Susbtituigao:
Fazendo x = 2sent, tem-se que

o(t) = 2sent, ¢'(t) =2 cost, t=arcsen(x/2), t€ }—E —[.

13



(ii) Calculo da nova primitiva:

2cost dt

1 1
N / .
/ 24 — 2 4sen?tv/4 — 4sen?t "V"/(t)
©

1
= [ —— 2costdt
8 sen?t cost

1 1 1
=- | ——dt=—-cotgt+C, CeR
4/sen2t 408 +e

(iii) Regresso a varidvel inicial z:

Atendendo a que:

r=2sent eaque 1+ cotg?t= 3
sen“t

obtém-se que

1 1v4 — x2
——dp=————+C, CecR.
/x2\/4—x2 N 4 =z e ©
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