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Derivadas e fungoes trigonométricas inversas, hiperbdlicas e hiperbdlicas inversas

1. Calcule as derivadas (onde existirem) das seguintes fungoes:

(a) f(z) = (6z +1)° (b) f(z) = bacos (2z)

(c) f(z) =tgz (d) f(z)=Vz—3
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© 24-cosx

(e) f(z) (f) f(z) = log (€’ +a?)

Ve se x>0

(g)f(x):{ 0 se <0

(h)f(a:):{ 22 se <3

3r se >3

2. Encontre equagoes para as retas tangente e normal ao gréfico de f no ponto (a, f(a))
sendo:

(a) fx)=22-1 e a=1

(b) f(x)=1/2> e a= -2

3. Considere uma funcao com o seguinte gréfico:
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(a) Em que pontos f nao é continua?

(b) Em que pontos f é continua mas nao derivdvel?




4. A figura seguinte representa o grafico de uma funcao f e da reta tangente a esse grafico
no ponto (z,y) = (2,2).

Sendo g(z) = f(x? — 2), qual o valor da derivada ¢'(2)?

5. A figura seguinte representa o grafico de uma funcao f e da reta perpendicular a esse
grafico no ponto (z,y) = (3,4).

Sendo g(x) = f(4 — 2z + 2?), qual o valor da derivada ¢'(1)?

6. A figura seguinte representa o grafico de uma funcao f e da reta perpendicular a esse
grafico no ponto (z,y) = (4,2).

Sendo g(z) = [f(—4+ 2z + x2)]2, qual o valor da derivada ¢'(2)?



7. Considere a fungio f: R — R definida por f(x) =5+ 3z + 2°. Calcule (f~1)'(5).

8. Para cada uma das fungoes seguintes

(1) f:R—R tal que f(ac):{

(2) f:R— R tal que f(:c):{
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32 se <1
203 +1 se xz>1

rz+1 se < -1
(x+1)?2 se x>-1

¢ —x se x <2

(3) f:R— R tal que f(x):{ 97 — 9

(a) Diga se f é continua no ponto a.
(b) Diga se f é derivdvel no ponto a.

9. Sejam f,g:R — R definidas por
se 1 se x#0
) = zsen | — x o
0 se =0

(a) Mostre que f e g sdo ambas continuas em 0.
(b) Mostre que f nao é derivéavel em 0.
(¢) Mostre que g é derivavel em 0 e indique ¢'(0).

10. Considere o polinémio p(r) = 2° +bx+4, r € R, com b € R.

se x>2

a=1
a =
a=2

(a) Justifique que o polinémio p tem pelo menos uma raiz real.

(b) Indique, justificando, um valor de b para o qual o polinémio p tenha exatamente

uma raiz no intervalo |0, 1.

(¢) Mostre que para esse valor de b, o polinémio p tem exatamente trés raizes reais.

11. (a) Aplicando o Teorema de Rolle demonstre que a equacio z° — 3z +b = 0 nio pode
ter mais do que uma raiz real no intervalo | — 1, 1] qualquer que seja o valor de b.

(b) Indique para que valores de b existe exatamente uma raiz real da equagao em | —1, 1[.

12. Usando o teorema de Rolle mostre que a equacao x
duas raizes reais.

= xsen x + cosx possui exatamente

13. Mostre que o polinémio p(x) = 23 — 622 +9x — 1, z € R, possui exatamente um zero no

intervalo |1, 3[.



14. Existe alguma funcao derivavel g¢:[0,5] — R que satisfaga as seguintes condigoes
g(0)=-3 ¢g(5)=5 e ¢'(z)<1, z€]0,5[7 Justifique.

15. Utilizando o Teorema de Lagrange, mostre que:

(a) VzeR\{0} e*>1+u;

2
(b) VzeR* x—%<log(1+x)<x;

(¢c) Vax,yeR |[senz —seny| < |z —yl.

16. Existird uma funcao f : [0,2] — R derivdvel tal que f'(z) = 0 para x € [0,1] e f/(z) =1
para z €]1,2]?

17. Seja f: R — R uma fungao derivavel tal que
IM >0VzeR |f(x)] <M.

Mostre que
F(@) = £(y)| < M|z — y] para todo o z,y € K.

18. Sejam f:R — R e g: R — R duas fungoes derivdveis tais que f'(z) < ¢'(z) para
todo x € R e existe a € R tal que f(a) = g(a). Mostre que f(z) < g(x) para todo x > a.

19. Calcule os seguintes limites:

T -z _ 9 _
(a) lim e +e (b) lim T cosx . senx
z—0 1 —-cosz z—0 T
1 1 1 5
(c) lim (= - (d) limy 108 (30050)
=0 \z senz z—0 log (sen 6x)
3) _ gen 3 3z) —1+4,52>
(e) Tim sen (z )3 sen®x (£) lim cos(3x) ! +4,5x
z—0 x z—0 x
. T —senx . sen (4z)sen (3x)
lim ———— h) 1
(&) i50 29 (B) b S — (2x)
(i) lim xt — 4 +3 () lim 222 — 2 — 1
a—1 (x—1)2 e e —
722 —2x +3 3z

1) 1 B li _
( ) x—1>r—&{loo 5224+ 1 —5 (m) x—1>I—&I-loo T+ 2senx



20. Calcule:

(a) cos (arccos (1/8)) (b) arctg (1g (%)) (c) arcsen (sen (°F))
(d) sen (arcsen (—1/2)) (e) sen (arcsen (1) + ) (f) arcsen (sen (—Z))
(¢) aresen (sen 22) (1) arccos (cos () (i) arctg (ta)

() t5 (arecos (2)) () cos (arctg (3))

21. Recorde que ch x = % (ez + e_w), sh o= % (ex — e_x). Prove que:
(a) ch?z —sh?z =1 (b) ch x +sh x = €”
(¢) sh(—z)=—shuz (d) ch(—z)=cha
(e) sh(z+y)=shaxzchy+chashy (f) ch(x4+y)=chaxchy+shzshy

22. Verifique que:

(a) argsh x =1n x+\/x2+1>, x eR;

23. Mostre que:

1 -1
a) arcsen’z = ——— b) arccos’xs = ———
@) aresen s = = ) i
1 , -1
(C) arctg/x = T2 (d) arccotg'x = T2
b= f bz —
(e) argsh’'z = — (f) argch'z = —
1. _
(g) argth /Jj = 1_ x2 (h) argcoth r = m



24. Considere a fungao bijetiva f : RT — |1, 4+o00[ tal que f(z) = ch/x.
(a) Calcule a derivada de f.
(b) Mostre que f~(z) =1In? (z + Va2 - 1).

(c) Calcule a derivada da fungao inversa de f.

25. Considere a funcao f: R — R definida por

T

Te se <0

f(z) =
arctgr se x>0
T—r—00

(a) Calcule Erf f(z) e lim f(z).
(

(c

(d) Determine o contradominio de f.

)

b) Verifique que f é uma fungao derivavel.
) Indique, justificando, os intervalos de monotonia de f.
)

26. Considere a funcao f:R — R definida por

arcsen (1 i > se >0
T
f(z) = -

22 e

se <0

(a) Verifique que f é uma funcdo continua.

(b) Determine os pontos onde f ¢é derivavel.

27. Considere a funcao f:R — R definida por

1
arctg— se x>0
x

fz) =

, )
LT ge <0

B

Verifique que f é uma fungao continua.

(a
(

b) Determine, caso existam, lim f(z) e lim f(x)
r—>+00 T——00

d

(e) Determine o contradominio de f.

)
)

(c) Determine os pontos onde f é derivavel.

(d) Indique, justificando, os intervalos de monotonia de f e os extremos locais de f.
)



28. Dé exemplo de, ou mostre porque nao existe:

(a) uma fungao f:R — R derivdvel apenas no ponto 1;

(b) uma fungao f:[2,3] — R, derivavel, tal que f(2) = f(3) e f'(x) > x, para todo o
x € [2,3];

(¢) uma funcao f: X — R, derivdvel, ndao decrescente, tal que f’(z) < 0, para todo o
T € X;

(d) uma fungao f:R — R derivavel tal que {z € R: f(z) = 0} ¢é finitoe {x € R :
f'(z) =0} é infinito.

29. Indique se sdo verdadeiras ou falsas as proposigoes seguintes:

8x se x<1

¢ derivavel no
422 4+1 se z>1

(a) a fungdo f : R — R definida por f(x) = {
ponto 1;

(b) existe uma fungdo f : [1,4] — R derivavel tal que f'(z) = 1 para x € [1,3] e
f'(x) = —1 para z €]3,4];

(c) existe f:X — R derivdvel, nao constante, tal que f/'(x) =0 para z € X.

30. Considere a equagao

e =a — 225,

(a) Mostre que para todo a € R, esta equacao tem no méximo uma raiz real.

(b) Para que valores de a € R se pode afirmar que esta equagdo tem exatamente uma
raiz no intervalo [0, 2]?

31. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = —3 + €2* — 2x.

(a) Calcule xkr_noo f(z) e Igriloof(:c)
(b) Determine os extremos (méximos e minimos) e os intervalos de monotonia de f.

(c) Quantos zeros tem f7 Justifique a resposta e localize os zeros, indicando intervalos
que os contenham.



32. Considere a fungao f :[0,10] — R cujo grafico se apresenta na figura seguinte.
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(a) Indique o contradominio de f.
(b) Determine f~1([1,8]). Eh 1 .
(c¢) Indique os pontos de minimo I' \
(minimizantes) local de f. T .
(d) Indique os pontos de maximo " ".
(maximizantes) local de f. 7
(e) Indique os pontos onde f é descontinua.

\
(f) Indique o valor de f’(4).

|
1
(g) Indique os pontos onde f nao é derivavel.

/
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(h) Determine lim f<> e lim f(hc ) !
T—+00 xT

|
|
T
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(a) Determine f(] —4,2[).
(b) Determine f~1(] — 1,0[).
(¢) Indique os pontos de minimo (minimizantes) local de f.
(d) Indique os pontos de méximo (maximizantes) local de f.
(e) Indique os pontos onde f é descontinua.
(f) Indique o valor de f'(—5).
(g) Indique os pontos onde f é continua e nao é derivavel.
(h) Indique um ponto onde a segunda derivada de f é maior do que 0.

241
(i) Determine lim f<$ il >

T—+00

2



