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1. (a) f'(x) =30(6z +1)*, z€R
(b) f'(xz) = 1522 cos(2z) — 10z3sen (2z), z € R
(c) f(z) ! xER\{W—Hﬁ k:eZ}
= — — i
cos?x’ 2 ’
1

d) f(x) = ———, x€]3,+0
(@ f@)= o = efstoc]

, sen x

=—— eR
©) F@)= G
£ ¢ 3e3 + 22 R
()f( >: 3% 4 72 Zz
1
se x>0

/ €Tr) = 2\/7
(®) f'(2) { FEE

1N 2z se <3
(h)f($)_{ 3 se x>3

2. (a) Equagao da reta tangente ~» y = 2(x — 1); equagao da reta normal ~ y = —%(az -1)

(b) Equacao da reta tangente ~~ y = i:c + %; equacdo da reta normal ~ y = —4x — %

3. (a) A fungdo f nao é continua nos pontos —1 e 1. Com efeito:

e f nao é continua no ponto 1 porque nao existe limy_,1 f(z);
e f nao é continua no ponto —1 porque apesar de existir lim,_,_1 f(x) tem-se que
lim, 1 f(z) =1#2= f(-1).
(b) A fungao f é continua mas nao derivével nos pontos 0 e 3. Com efeito:
e f nao é derivavel no ponto 0 porque f’ (0) <0 e f/(0) > 0;
e f nao é derivavel no ponto 3 porque f} (3) =0e f_(3) #0.




4. Pela regra da derivada da fun¢do composta, temos que:
Jdx) = fl(z*=2).(a® = 2) = f'(2® — 2).2¢.
Em particular,
9'(2) =4f'(2).

Como f’(2) é igual ao declive m; da reta tangente ao gréfico de f no ponto (2,2), vamos
calcular este declive. Atendendo a que a reta tangente ao gréfico de f no ponto (2,2)
passa nos pontos (2,2) e (6,0), tem-se que

0—-2 1
my= —— = ——.
6—2 2
Entao,
1
fl(2)=m = 9
Consequentemente,
4
J(2) =4.5(2) = —5 = 2.

5. Pela regra da derivada da funcdo composta, temos que:
Jd(@)=f(4—20+2%).(4 -2+ 23 = f'(4— 20+ 2%).(—2+ 32%).
Em particular,
g'(1)=f'(3).1=f(3).
Como f'(3) é igual ao declive m; da reta tangente ao grafico de f no ponto (3,4), vamos
calcular este declive. Atendendo a que a reta perpendicular ao grafico de f no ponto (3,4)
passa nos pontos (3,4) e (0,6), tem-se que o declive m,, desta reta é:
64 2
TP 0-37 3"

Consequentemente, o declive m; é dado por

1 3
my=——— = —
t mp 9 9
e, portanto,
3
f'(3) =my = 9
Entao,
3
g1 =13 =35

6. Pela regra da derivada da funcao composta, temos que:
g(@) = 2f(—4+2x+a?)[f(-4+ 2z +a?)
= 2f(—4+2z+22)f/(—4+ 22 + 2?).(—4 + 22 + 2?)’

= 2f(—4+2z+22)f'(—4+ 22+ 22).(2 + 22)



Em particular,

9'(2) =2f(4)f'(4)6 = 12f(4)f'(4).
Observemos que f(4) = 2. Como f'(4) é igual ao declive m; da reta tangente ao grafico
de f no ponto (4,2), vamos calcular este declive. Atendendo a que a reta perpendicular
ao grafico de f no ponto (4,2) passa nos pontos (4,2) e (6,6), tem-se que o declive my,
desta reta é:

6—2
=—— =2,
S
Consequentemente, o declive m; é dado por
1 1
my=——=——
t mp 92 )
e, portanto,
1
f/(4) = my = —5 .
Entao,
1
¢(2) =12 f(4)]'(4) = 122.(~5) = ~12
—1y/ 1 1 : -1
(f7)(5) = 7(0) =3 (Observe que f(0) =5 ou, equivalentemente, f~'(5) = 0).

. (1) (a) Temos que:

e lim f(z) = lim (22° +1) =3; e que

z—1t z—1t

e lim f(z)= lim 32? = 3.

1~ =1~
Consequentemente, como lim f(z) = lim f(x) = 3, concluimos que lim f(z) = 3. Ob-
x—1t z—1— z—1
servemos agora que f(1) = 3. Como 1im1 f(x) =3 = f(1), concluimos que f é continua no
z—

ponto 1.

(1) (b) Temos que:

— f(1 223 + 1) — 2(z3 —1
. limM: limM: limM: lim 2(z* 4+ 24 1) =6.
z—1+  x—1 z—1t rz—1 z—1t T —1 z—1+
Logo, /(1) =6.
o 1 2 2_1
° limM:hme leimuzlim?)(x—i—l):&
r—1— r—1 z—=1—- v —1 r—1—- T — r—1-

Logo, /(1) =6.

Consequentemente, como f/ (1) = f/(1) = 6, concluimos que f é derivavel no ponto 1 e
que f'(1) =6.

(2) (a) f é continua no ponto —1 (Justifique).
(2) (b) f nao é derivavel no ponto —1 (Justifique).

(3) (a) f é continua no ponto 2 (Justifique).
(3) (b) f nao é derivével no ponto 2 (Justifique).



9. Resolvido na aula.

10. Resolvido na aula.

11. (a)

12. Seja

(i)

Seja f(z) = 2% — 3z + b, x € R. Comecemos por observar que f é derivdvel. Em
particular, f é continua em [—1,1] e derivdavel em | — 1,1] e, portanto, o Teorema de
Rolle e os seus corolarios sao aplicdveis a f‘[7 e Temos que

fl(x) =32 -3, z€R

e que
f(z)=0 & z=+1.

Por um dos coroldrios do Teorema de Rolle temos que entre dois zeros consecutivos
de f’ existe quando muito um zero de f. Assim, a equacdo x> —3z+b = 0 nao pode
ter mais do que uma raiz real no intervalo | — 1, 1] qualquer que seja o valor de b.

Observemos que
f'(z) <0, Ve €] —1,1].

Consequentemente, f é estritamente decrescente neste intervalo e, portanto, existe
no méximo uma raiz real da equagio x*> — 3z +b=0 em | —1,1].

Existe exatamente uma raiz real da equacdo 2> — 3z +b = 0 em | — 1,1[ para os
valores de b para os quais f(—1) > 0e f(1) < 0. Mas

f(-1)=b+2>0 & b> -2,

f1)=b-2<0 & b<2.

Concluimos entdo que existe exatamente uma raiz real da equacdo x> — 3z +b =0
em | —1,1] para b €] —2,2].

f(z) =2? —xsenx — cosz, z € R. Atendamos a que:
A funcao f é derivavel e
f'(z) =2z —senx — xcosx +senz = 2z — xcosz, T € R.
A derivada de f tem apenas um zero:
f(z)=0 & z(2—cosz) =0 & x=0.

Por um dos corolédrios do Teorema de Rolle, f tem no méximo dois zeros, pelo que a
equacao dada possui no maximo duas raizes reais.

Por outro lado temos que:
f(=2m) =47 -1>0, f(0)=-1<0, f(2r)=4n>—-1>0.

Como a fungao f é continua em cada um dos intervalos [—2,0] e [0, 27] e muda de
sinal nestes intervalos, entao pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, f tem pelo menos
um zero em cada um desses intervalos. Em particular, a equacio 22 = xsenx + cos
tem pelo menos uma raiz real em cada um desses intervalos.



De (i) e (ii), concluimos que a equagao
reais.

13. Resolvido na aula.

14. Resolvido na aula.

2

= xsenx + cos x possui exatamente duas raizes

15. (a) Consideremos a fungao f: R — R definida por f(z) =e® —z — 1.
Seja x > 0 e apliquemos o Teorema de Lagrange a f 0.0 dUC é uma funcgao derivavel.
e ()~ (0

x —
de, €10, 2 — = f'(cs)
ou equivalentemente,
x
—x—1
Je, €10, 2[: —— =e —1.
x ~——
~~~ >0
>0

Com efeito, e® — 1 > 0 porque e > 1. Consequentemente, e —x — 1 > 0, isto é,
e >x+ 1.

Seja agora x < 0 e apliquemos o Teorema de Lagrange a f|[m,0] que é uma funcao
derivavel. Entao

0) — f(x
deg €]2,0[: FO) = flw) ()]_ QJ;( ) = f'(cz)
ou equivalentemente,
X
— 1
Je, €],0]: w:e%_l.
—x ~——
~~~ <0
>0

Com efeito, e — 1 < 0 porque e < 1. Consequentemente, —e* + x + 1 < 0, isto é,
et >x+1.

Consideremos a funcao f: ] —1,4+oo[— R definida por f(z) =log (1 +z) — z.
Seja x > 0 e apliquemos o Teorema de Lagrange a f| 0.0 dU€ é uma funcao derivavel.

e fla) - £(0)
x —_—
Jep €]0, [ W:f,(cx)
ou equivalentemente,
1 1 — 1
e, €10, 2[: og (1 +2) le _
x + Cy
>0 <0

Consequentemente, log (1 + x) — 2 < 0, isto é, log (1 + =) < x.
Consideremos agora a fungao f: |—1,400[— R definida por f(x) = x—% —log (1+x).



16.

17.

Seja x > 0 e apliquemos o Teorema de Lagrange a f| 0.0 dU€ é uma fungao derivavel.

e fla) - £(0)
x [e—
Jer €]0, [ W:f,(cx)
ou equivalentemente,
1,2
—Z —log(1l 1
de, €10, 2[: v— 5 —log( +x):1—cx— .
T 1+c;
~~~ ~——
>0 <0

Consequentemente, z — %2 —log(1+z) <0, isto é, x — %2 < log (1 + x).

(c) Consideremos os seguintes dois casos:
(i) se z =y vem 0 = 0, o que é ébvio.
(ii) se x # y (suponhamos = < y), podemos definir f(z) =senz, z € [z,y]. Temos

que f é derivavel com f/(z) = cosz. Aplicando o Teorema de Lagrange a f no
intervalo [z, y] vem

seny — senx

de €z, y[: ———— =cosc.
y—x
Consequentemente,
seny —senx
Je €]z, y[: e = |cos ] .
y—x

Como |cosc| < 1, para todo o ¢ €]z, y[, concluimos que

seny — senx
y—x

<1,

donde [senz — seny| < |z — y|.

Nao existe uma tal funcao. Com efeito, existindo uma tal funcao f, a sua derivada,
definida no intervalo [0, 2] ndo possuiria a propriedade do valor intermédio, contrariando
o Teorema de Darboux.

Comecemos por observar que f é uma funcgdo derivdvel no intervalo R. Em particular,
dados z,y € R, com x < y, f é continua em [x,y] e derivavel em |z,y[. Aplicando o
Teorema de Lagrange a f no intervalo [z,y], temos que

e R C)
Consequentemente,
de €z, y[: ’w :‘f’(c)‘ .
Como |f'(c)| < M, concluimos que
LORVCIPg
y—x |7

6



donde
F(@) - f(y)] < Mz —y|, paratodo o z,y € R.

18. Consideremos a fungao h: R — R definida por h(x) = g(z) — f(x).

Dado x > a apliquemos o Teorema de Lagrange a hl[a . (h é continua em |[a, | e derivdvel
em |a, z[). Temos que

ou equivalentemente,

dc€]0,z]:

Consequentemente, g(z) > f(z).

19. Calcule os seguintes limites:

(a) 2 () —3
(c) 0 (d) 1
(e) 0 (£) 0
(e) & () 0
(i) 6 (i) 3
11 (m) 3
20. Calcule:

(a) & (b) § (c) =%
(d) -3 (e) =1 (t) —%
() —% (h) 3 (i) 0
(i) % (k) 243



21. (a) Seja z € R. Entao

ch?z —sh?z = (76“36_9“)2 — <ex—6_w>2

2
= He*42+e T2 e =1.
22. Ver slides das aulas.
23. Foram resolvidas nas aulas as alineas (b) e (e) .
24. Resolvido na aula.

25. A funcao f pode ser representada graficamente da seguinte forma:

y

I
2

(a) lim f(z) =

m .

(¢) A funcao f é decrescente em | — oo, —1] e é crescente em [1, 4+00].

(d) Im(f) = [-¢, 5[

26. A funcdo f pode ser representada graficamente da seguinte forma:

y

(b) A fungao f é derivdavel em R\{0}.



27. A funcao f pode ser representada graficamente da seguinte forma:

N |5

(b) lim f(z)=0e lim f(z)=+oc0
(c) A funcao f é derivavel em R\{0}.

(d) A fungao f é decrescente nos intervalos | —oo, —1/2] e [0, 4-00[. A funcao f é crescente
em [—1/2,0]. A funcdo tem um méximo local igual a § no ponto 0 e tem um minimo
local igual a %6_1/4 no ponto —%.

(e) Im(f) =10, +o0l.

(a) Um exemplo pode ser dado pela fungao f : R — R definida por (represente grafica-

28.
mente esta fungao):
se ze€@Q

0
f(a:):{ (r—1)2 se ze€R\Q

(b) Nao existe. Com efeito, se existisse uma tal funcao f : [2,3] — R, derivavel, tal
que f(2) = f(3) entao pelo Teorema de Lagrange, existiria um ponto ¢ €2, 3| tal

2
que f'(c¢) = 0. Entdo ndo poderfamos ter f’(x) > x > 2, para todo o = € (2, 3].

(¢c) Um exemplo pode ser dado pela funcao f : R — R definida por (represente grafica-

mente esta fungao):
se 0<x<1

l1—=z
f(:n)—{ 3—z se 2<2x<3

(d) Um exemplo pode ser dado pela fungao f(z) =senxz + 2, x € R (Justifique).



29. (a) Afirmagao falsa (Justifique). Este exercicio foi referido na aula TP do dia 16 de
novembro. Observe que f nao é continua no ponto 1.

(b) Nao existe uma tal fungao. Com efeito, existindo uma tal fungao f, a sua derivada,
definida no intervalo [1,4] nao possuiria a propriedade do valor intermédio, contra-
riando o Teorema de Darboux.

(c) Afirmagao verdadeira. Um exemplo pode ser dado pela funcao f : R — R definida
por (represente graficamente esta fungao):

1 se 1<z<L2
f(x)_{Q se 3<x<4

30. (a) Seja f(x) =e* —a+ 223, z € R. Temos que
f'(z) = e* + 622 >0, Vz € R.

Entao, f é estritamente crescente. Consequentemente f tem no méximo um zero ou,
de modo equivalente, a equacdo e® = a — 223 tem no maximo uma raiz real.

(b) Como f é estritamente crescente, f tem exatamente um zero em [0, 2] se e s6 se:

() £(0) =0 o
(ii) f(2) =0ou
(iii) f(0) <0 < f(2), aplicando o Teorema de Bolzano-Cauchy.

Como f(0) =1—ae f(2) = €2+ 16 — a, obtemos que f tem exatamente um zero em
[0,2] seesésel<a<16+ e

31. Considere a funcdo f : R — R definida por f(x) = —3 + €2* — 2u.

(a) lim f(x)=4occe lim f(z)+ oco.

T—r—00 r—=-+00

(b) A funcao f tem um valor minimo absoluto igual a —2 no ponto z = 0. A fungao f é
decrescente em | — 00, 0] e crescente em [0, 4-00].

(¢) Como
lim f(z)=+00>0, f(0)=-2<0, xgriloof(m)+oo>0,

r—r—00

pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, f tem pelo menos dois zeros reais, um em cada
um dos intervalos | — 00, 0[ e |0, +o0].

Como f é estritamente mondtona em cada um desses intervalos, esses zeros sao
unicos. (Em alternativa poderia ser argumentado da seguinte forma: temos que
f'(z) = 2¢** — 2, x € R. Consequentemente, a derivada tem apenas um zero (em
x =0). Como a derivada tem apenas um zero, por um dos coroldrios do Teorema de
Rolle, concluimos que f tem no méximo dois zeros).

10



32.

33.

)
(b) [0,4] U [6,7[U[8,9[U]9, 10].
(c) ze [1,2], =7
(d) 2=0, z€]1,2[, z=5, z=9, =10
() x=2, z=7, =9
(f) 4 =2
(g) z=1, x=2, x=5, =6, =7, ©=09.

w1 (5) =s i (M) =8

=—6, z€]-3,0, =6

) ]
(b) | —=5,—4[U] —4,-7/2[U]1,2].
) @
(d) e=-4, z€ [-3,0], =4, z=5, =238

r=-3, z=1, =5
(f) f/(=5) =1.
(8 x=—-4, 2=0, 2=2, z=4, 2=6
(h) z=7
. 2 +1
i s () =

11



