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Funcgoes: limite e continuidade

1. Verifique se as seguintes fungoes sao limitadas ou mondtonas e indique, quando possivel,
o supremo, o infimo, o méximo e o minimo dos seus contradominios:

(@) f: R\{0} — R
ek
b) f: R — R
r — VaZ-1
(¢) f: ]=1,400] — R
T — =1

—_

T

2. Considere as seguintes funcgoes:

R
—x

(a) f: R — R (by g: R
r — 22 T

—
—
d i: R — R
{ x se x€]—1,2]
—

(c) h: R — R
v o0 2 se zeR\]-1,2

(i) Classifique cada uma delas quanto & injetividade e sobrejetividade.
(i) Determine f([~1,1]), i([~1,0]), i(] = 1,3]), f~'({1}), A" ({0}) e g~ '(] - 1,3])

3. Defina a funcao composta g o f para:
(a) g(z) =sen2z e f(z)=2%+7/4, x€R;

@)ﬂ@:{g *T7L e f@)=r-2 zeR



4. Relativamente a cada uma das seguintes fungoes h, i, j :]0,1[— R, diga se:

(a) possui extremos locais ou absolutos;

(b) é limitada (se nao, especifique se é minorada ou majorada).

5. Considere a funcao f:[—3,3] — R definida por

r+4 se —-3<z<-1
fx)=% 22+1 se —1<z<1
4 -2z se 1<x<3

Indique, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

(a) f([0,3]) = [-2,1];
(b) existe x € [1,3] tal que f(z)=—1;
(c) ndo existe z € [—3,0] tal que f(z) =2.

6. Considere a funggo f: R — R . Esboce o grifico da funcao g definida por:

(a) g(z)=f(x)+2, v ek,
(b) g(@) = f(z+2), z€R;
(c) g(x)=2f(z), z € R;
(d) g(x) = f(22), z € R;

) g(x)

) g(x)



7. Diga, justificando, se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas:

~ . T se 0<x<1 ,
(a) a funcdo f :[0,1]U[2,3] — R definida por f(a:)—{x_2 o 2<z<3 ©

estritamente crescente;

(b) afuncéo f: R — R ¢ periddica de periodo g;
x +—— sen (4x)

(¢) afungdo f: ]0,400] —> ¢ minorada mas nao é majorada.

x —

81— =g

8. Estude, intuitivamente, a existéncia de limite na origem para as seguintes funcoes:
fR — R, g:R\{0} — R, h: R — R
r — 3lz| x — 3z x#0 — 3|z
z=0 — 2

y y y

o2

z—1 se x <0

z+1 sexz>0" cujo grafico se apresenta.

9. Seja f a fungao definida em R por f(z) = {

y
Da observacao do grafico o que pode concluir quanto
aos limites
1e
lim f(x), lim f(x) e lim f(x)? 5 o’

z—0t z—0~ z—0




10. Uma funcgao ¢ satisfaz as condigoes indicadas; esboce um grafico possivel de g, em cada
um dos seguintes casos:

(a) lim g(x)=1, lim g(z)=1, lim g(z)=+oc0, lim g(x)=—00

r——00 T—r+00 r——1— r——1+

(b) lim g(z) =3, lim g(z)=4, D,=[-1,4]

T2~ r—21
() lim g(z) =3, lim g(z)=4, Dy=]-14[ lm g(z)=-+co, limg(z)=—oo

11. Calcule os limites que se seguem:

.1 _ 3 . o221
(a) xli{{)l— ; (b) $—li£r§+ T+ 2 ¢ 1181—% x—1
Va2 |z + 3] ||
d) lim — —_— f) lim —
( ) x—li%l— T (e) r——3+ x+3 ( a:i%l— T
() lim Y~ V3 (h) lim ST (i) lim —8%
=3 T —3 z—7/4 1 —cosz

Tr—400 T

V1 — cos? tg 4
(j) lim Voo (k) lim el (1) lim z*sen —
=0  |senz| a—0 sen 3w a0 z?
o424+ x-3 . T —senc 1l =1 =22
(m) lim (n) lim ——— (o) im —————-
a—1 x—1 z—+o00 T + sen x 7—0 x?
5T + 3

1
(p) lim 7 cos <

z—0

(s) lim (sen (2x) 4 22 cos(5x))

x—0

3mx

(@) lim (22 + zcosx)

r—r-+00

L2 +1
(t) lim 771; Tt
z—=+oo  —3x +1

12. Considere a fungao f:R — R definida por

x| se 2€Q
f(x)_{ 0 se z€R\Q °

(r)

im
z—+o00 20 — 7

(u) lim -3z + 10
5o gt — 2044

Diga para que valores de a € R existe lim f(x) e determine o seu valor.

13. Considere a fungao f:R — R definida por f(z) = { 1

r—a

5

(a) Diga, justificando, se f é continua em 7.

(b) Indique dois pontos do dominio onde f seja descontinua.

se reZ
se veR\Z



14. Determine o dominio de continuidade de cada uma das fungoes definidas por:

0 se reN xr se x €N
(2) flz)= { 1 se zeR\N (b) g(x) = { 0 se xzeR\N
oo {S 8y w01 18

|z=3| _
o am={ Tl wee={57 11

15. Em cada alinea, apresente uma funcao f : R — R cujo dominio de continuidade seja o
conjunto A definido por:

(@) A=R\{0} () A=0 (QA=[01] (DA=Z (e)A={0} (1) A=]o,1|

16. Estude a continuidade das fungoes definidas por:

en(lfe) e w7 (b) () =

5 se =0

lz] =1 se z€Q
[ 2? se z€Q () =
(©) hlw) = { 0 se zcR\Q Wit = 0 se =€ R\Q

0 se ze€Q\N (f) k(z) =
|z =1 se z€R\Q

10 se r=2 (h) n(x) =
x—T7 se z€]2,5]

|

|
-

|

{ r2—9 se x€ [-4,2

17. Seja f: R — R a fungao definida por

e 1iag se <1
1—ax se x>1

)= {

Determine o valor de a de modo que f seja continua em 1.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

Defina fungdes f, g : R — R nas condicoes indicadas:

(a) f continua, g descontinua, g o f continua;
(b) f descontinua, g continua, g o f continua;

(¢) f e g descontinuas, go f e f o g continuas.

Havera alguma contradicao com o teorema sobre a continuidade da funcao composta?
Justifique.

Seja g : R — R definida por
2 se z#1
o) = { ?

0 se z=1

e f(x) =z + 1, para todo o x € R. Verifique que
lim(g o f)(z) # (g0 £)(0).

Havera alguma contradicao com o teorema sobre a continuidade da funcao composta?
Justifique.

Para cada uma das funcbes polinomiais definidas a seguir, encontre um z € Z tal que
f(z) =0 para algum = €]z, z + 1[:

(a) f(z)=a3—2+3 ®) flx) =2+ +1 (c) f(x) = —22% + 102 — 1
Mostre que as seguintes equagoes tém solugoes nos intervalos indicados:

(a) x=cosz, ze€]|0,m/2]

(b) x=-logz, x€]0,1]

(c) 24x=¢€", z€R

(a) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua tal que f([a,b]) C [a,b]. Mostre que f
possui um ponto fizo, isto é, Ixg € [a,b] : f(zo) = xo.

(b) Dé exemplo de uma func@o continua, f :[0,1[— [0, 1[, sem ponto fixo.

Dé exemplo, justificando, ou mostre porque nao existe uma funcao:
(a) f:X — R continua que nunca se anula e que toma valores negativos e positivos;

R é continua.

(b) f:R — R descontinua tal que a funcgo ¢g: R —
r +— f(x)+senx



24. Considere a fungao g :] — 1,1[— R definida por g(z) = |z|. Verifique que g possui um
minimo mas nao possui maximo. Confronte o resultado com o teorema de Weierstrass.

25. Diga, justificando, se cada uma das seguintes proposigoes é verdadeira ou falsa:

(a) se f:R— R é continuae g: R — R nao é continua entdo go f nao é continua,
(
(c) existe = €]1,¢[ tal que log (z3) = z;

)
b) se f:[0,1] — R é continua entao f é limitada;
)
(d)

se f:R — R é uma funcao continua e limitada, entdao f atinge um méaximo e um
minimo;

(e) uma fungao f: [0,2[— R continua e limitada possui maximo;

(f) se f: R — R é tal que |f| é continua num ponto a, entdo f também é continua em
a.

26. Em cada uma das alineas esboce o grifico, se possivel, de uma fungao f definida em [0, 1]
e satisfazendo as condigoes dadas:

f continua em [0, 1] com valor minimo 0 e valor maximo 1;
f continua em [0, 1] com valor minimo 0 e sem valor maximo;

f continua em ]0,1[ assume os valores 0 e 1 mas ndo assume o valor 3;

)
)
)
d) f continua em [0,1] assume os valores —1 e 1 mas nao assume o valor 0;
) f continua em [0,1] com valor minimo 1 e valor maximo 1;
) f continua em [0, 1], nao constante, ndo assume valores inteiros;
) f continua em [0, 1] nao assume valores racionais;

)

f continua em [0, 1] assume um valor maximo, um valor minimo e todos os valores
intermédios;

f continua em [0,1] assume apenas dois valores distintos;
f continua em |0, 1] assume apenas trés valores distintos;

f néo continua em ]0, 1] tem por imagem um intervalo aberto e limitado;

f continua em |0, 1] tem por imagem um intervalo nao limitado;

)
)
)
) f nao continua em |0, 1] tem por imagem um intervalo fechado e limitado;
)
) f nao continua em [0, 1] tem por imagem o intervalo [0, +oo[;

)

f nado continua em [0, 1] tem por imagem um intervalo fechado e limitado.



