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Funcoes: limite e continuidade

1. (a) Comecemos por observar que a fungao f pode ser representada da seguinte forma:

f: R\{0} — R

- . 1 se z>0
-1 se <0

y
O

O

f é crescente. Com efeito, tem-se que f(z) < f(y) para todos os pontos z,y € R\{0}
tais que z < y.

CD(f) = Im(f) = {—1,1}. Logo f é limitada.

sup CD(f) = maxCD(f) = 1.

inf CD(f) = minCD(f) = —1.

(b) Comecemos por observar que: f(x) = Va2 —1=|z| —1, z € R. Assim, a fungao f
pode ser representada da seguinte forma:
f+ R — R

z—1 se >0
T —>
—xrx—1 se <0

y
1k

f nao é monétona. Por exemplo, f(—1) =0 > —1 = f(0) mas f(0) = -1 < 0= f(1).
CD(f) = [-1,4o0|. Logo f nao é limitada.
Nao existe supremo nem maximo do contradominio de f.

inf CD(f) = minCD(f) = —1.



(¢) Comecemos por observar que: f(x) = i—j =1- %H, x €] —1,400[. A funcado f

pode ser representada graficamente da seguinte forma:

y

f é estritamente crescente. Com efeito, tem-se que f(x) < f(y) para todos os pontos
x,y €] — 1,400 tais que = < y.

CD(f) =] — o0, 1[. Logo f nao é limitada.

sup CD(f) = 1. Nao existe méximo do contradominio de f.

Nao existe infimo nem minimo do contradominio de f.

2. (i) (ver ficheiro Aula 6 Calculo (T).pdf, disponivel na BB)
f nao é injetiva nem sobrejetiva
g € injetiva e sobrejetiva. Logo g é bijetiva
h nao é injetiva nem sobrejetiva.

1 nao é injetiva nem sobrejetiva.

) ={-11
h=t({0}) =R
g (1= 13]) = [=3.1]

3. (a) (gof)(z) =g(f(x)) = g(2® + 7/4) =sen (22° + 7/2) , v €R

3 sex—2+#1 :{3 sex #3 reR

(b) (gof)(x):g(x—Q):{O sex—2=1 0 sex=3

4. (a) h: possui um minimo absoluto e um maximo local; ndo possui maximo absoluto;
i: possui maximo absoluto; ndo possui minimos (nem locais nem absolutos);

J: nao possui extremos.

(b) Apenas i é limitada; h é minorada; j nao é minorada nem majorada.

5. (a) Afirmacao falsa. Com efeito, f([0,3]) = [—2,2] # [-2,1].
(b) Tem-se que f (%) = —1. Logo a afirmacao é verdadeira.

(¢) Tem-se que f(—1) =2. Logo a afirmacao é falsa.






7.

(a) Afirmacao falsa (ver ficheiro Aula 6 Calculo (T).pdf, disponivel na BB).

(b) Afirmagao verdadeira (ver ficheiro Aula 6 Calculo (T).pdf, disponivel na BB).

(c) Afirmagao verdadeira (ver ficheiro Aula 6 Calculo (T).pdf, disponivel na BB).

lim f(x) = lim g(z) = lim A(x) = 0.

z—0 z—0 z—0
lim f(z)=1; lim f(z) = —1; nao existe lim f(z), uma vez que os limites laterais sao
z—0+ z—0— z—0
distintos.
(a) — o0 (b) 4+ o0 (c)2
(d) -1 (e)1 (f) =1
(8) % ()0 (i) =773
()1 (k)3 1o
(m) 6 (n) 1 (0)3
(p)0 (a) + 00 ()3
(s)0 (t) —o0 (1) 0
-1 -1 1
(c lim ~ =1 (z =D+ ):lim(:v+1):2
z—1 T — z—1 r—1 r—1
2 _
(d) lim T T Y
z—0— T z—0" T z—0 I
z <0
(©) |z +3] lim r+3
c5-3+ T+3  =--3 x+3
r > —3
()
LVE-VE L (VE-VE)E V)

=3 x—3 z=3  (z—3) (VT +/3)
x—3 1 1 V3

w
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(h) Tem-se que:

e —1 <senzx <1, para todo o z € R. Logo a fungao senz, z € R, é limitada;

. 1
e lim —=0.
r——+00 I



senxr

Entao, por um teorema da aula, podemos concluir que lim =0.
T—+00 xT
.. V1—cos?z . +sen?r . [senz|
() lim ————— =lim —— = lim —— =1
a—0  |senz| z—0 |senz|  2—0 [senx|
. tg 4o . sendx 1 . sendxr 4 3x 4
(k) lim = lim = lim = -.
z—0 sendxr =—0 cosdx sendz +—0 4z cosdx 3sendx 3
(1) Resolvido na aula.
(m) Usando a regra de Rufini tem-se que:
3. .2 _ (2
4+t +r—3=("+2x+3)(x—1).
Entao:
3, .2 2
-3 2 3)(x—1
g S Ae=3 g @R EI@ L 02048 =6,
z—1 rz—1 z—1 rz—1 z—1
| _ senz
(n) lim Sl Y soer = 1.

r—+o0o T + senx r—+00 | +

1—+1—2? - (1-+vV1—22)(1+V1—2?)
z—0 22(1+ V1 — 22)

_ _ 2
e 1= 1

im ——=—.
=0 22(1+ 1 —22) 2201 +4+/1—2a2 2

(p) Analogo ao exercicio (1).

(q) zEToo(x +zcosz) = IEIEOO z(z 4 cosx) = +00.

LB 5+2 5
$—1>+002x—7_$—1>+002—% 2

(r)

7ot — 22 +1 T-3+4
(t) lim L lim % = —00.
z—+oo  —3x +1 T—>+00 -5+
—3z + 10 e

. _ ot _
(u)xgr—noox‘l—ln—&—él 1‘—1>IE1001—%+A4 0.
X x

12. O limite existe apenas para a = 0. Além disso, lin%] f(x) =0.
T—

13. (a) f é continua em 7 porque 1i_r>n flx) = f(m)=—1.

(b) Por exemplo, x =0e z = 1.

1



14 (a)R\N (B)R\N ()0 (d) {0} () R\{3} () {1}

15. (a) Resolvido na aula
(b) Resolvido na aula
(¢) Resolvido na aula

(d) Por exemplo, f(x) = { 0 se rc€R\Q

sen(rz) se z€Q
(e) Resolvido na aula

(f) Resolvido na aula

16. (a) O dominio de continuidade da fungao f ¢ R\{0}.
(b) O dominio de continuidade da funcao g é R\{0}.
¢) O dominio de continuidade da funcao h é {0}.

e) O dominio de continuidade da funcao j é {—1}.

(
(f) O dominio de continuidade da fungao k é {—1}.

)
)
(c)
(d) O dominio de continuidade da fungao i é {—1,1}.
)
)
g) O dominio de continuidade da fungao m é [—4, 5]\{2}.
)

(
(

h) O dominio de continuidade da funcao n é R\{1}.

17 a=0
18.
(a) Por exemplo, f: R — R g: R — R
r — 2 N 1 se 2€Q
-1 se zeR\Q
(b) Por exemplo, ¢g: R — R f: R — R
r — 2 N 1 se z€Q
-1 se zeR\Q

(c¢) Resolvido na aula

19: (g0 f)(a) = (@) =gte )= { 5 3 L7

Temos que liH(l) (gof)(x)=2 e (go f)(0)=0.
Tr—r
Consequentemente, g o f nao é continua em z = 0.

Nao hé qualquer contradicao com o teorema da funcao composta, uma vez que, embora f
seja continua em z = 0, g ndo é continua em f(0) = 1.

20. (a) Por exemplo, z = —2.
(b) Por exemplo, z = —1.

(c) Por exemplo, z = 0.



21. (a) Consideremos a funcao f(z) =z — cosz, x € [0,7/2]. Temos que:
e f é continua por ser a diferenca de duas fungoes continuas;
o f(0)=—1<0;
o f(r/2)=m/2>0.
Entao, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe x €]0,7/2[ tal que f(z) = 0, isto é,
tal que x = cosz.

(b) Consideremos a funcao f(z) =z + Inz, x €]0,1]. Temos que:

e f é continua por ser a soma de duas fungées continuas. Em particular, f é
continua em [1/4,1].

o f(1/4) <0

e f(1)=1>0.

Entao, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe x €]1/4,1] tal que f(x) = 0, isto é,
tal que z = —Inz.

(¢) Consideremos a funcao f(x) =2+ x — e®, x € R. Temos que:
e f é continua por ser a soma de duas funcbes continuas. Em particular, f é
continua em [0, 2].
e f(0)=1>0;
e f(2)=4-¢*<0.
Entao, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe x €]0, 2] tal que f(x) = 0, isto é, tal
que 2+ x = €*.

22. Consideremos os seguintes dois casos:
(i) Se f(a) = a ou f(b) = b esta encontrado o ponto fixo.
(ii) Suponhamos que f(a) # a e que f(b) # b. Entao, como f([a,b]) C [a,b] temos que
f(a) > a e que f(b) <b.

Consideremos a funcao g(z) = f(z) — z, = € [a,b]. Temos que:

e ¢ ¢é continua por ser a diferenca de duas funcgoes continuas;
e g(a) = f(a) —a>0;
e g(b)=f(b)—b<0.

Entao, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe xg € |a, b| tal que g(zp) = 0, isto é, tal
que f(zg) = xo.

23. (a) f: [-2,-1U[,3] — R

- -1 se z€[-2,—1]
. 1 se z€]ll,3]

(b) Nao existe. Se a funcao g(x) = f(z) + senz, z € R, é continua entdo a funcao
f(z) = g(x) —senzx, x € R, é também continua (por ser a diferenca de duas fungoes
continuas).



24. A funcdo g pode ser representada graficamente da seguinte forma:

Temos que CD(g) = Im(g) = [0,1[. O contradominio de ¢g tem minimo igual a 0 mas
nao tem maximo. Nao ha contradigao com o Teorema de Weierstrass porque o conjunto
] — 1, 1[ apesar de limitado, nao é fechado.

25. (a) Afirmagao falsa. Consideremos, por exemplo, as fungoes:

g: R — R

1
xH{ se €

f: R
v -1 se zeR\Q

— R
— 2
Temos que f é continua e g nao é continua. Mas a funcao composta g o f:

gof: R — R
z — 1

é continua.

(b) Afirmagao verdadeira. Pelo Teorema de Weierstrass, toda a fungao continua definida
num intervalo fechado e limitado [a, b] tem méximo e minimo nesse intervalo. Con-
sequentemente, f é limitada.

(c) Afirmacdo verdadeira. Consideremos a fungio f(x) = In(z®) — z, x € [1,e]. Temos
que:
e f é continua por ser a diferenga de duas fungoes continuas;
o f(1)=-1<0;
e fle)=3—e>0.
Entao, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe = € |1, e[ tal que f(z) = 0, isto é, tal
que In(z3) = 2.

(d) Afirmagao falsa. Consideremos, por exemplo, a fungao representada graficamente do
seguinte modo:

g X
I

Tem-se que a fun¢do tem dominio R, é continua e ¢ limitada (o contradominio da
funcao é o conjunto | — /2, 7/2[, o qual é um conjunto limitado). No entanto, a
funcao nao atinge maximo nem minimo.




(e) Afirmagao falsa. Consideremos, por exemplo, a fungao representada graficamente do
seguinte modo:

Tem-se que a funcdo tem dominio [0, 2], é continua e é limitada (o contradominio da
fungao é o conjunto [0, 2[, o qual é um conjunto limitado). No entanto, a fun¢do nao
atinge maximo.

(f) Afirmacao falsa. Por exemplo, consideremos a fungao

f+ R — R

R 1 se z€Q
v -1 se zeR\Q

A fungao | f| é tal que: |f(x)| = 1, z € R. Consequentemente, a funcao |f| é continua,
mas a fun¢éo f nao é continua em ponto algum.

o



(d) Nao existe (pelo Teorema de Bolzano-Cauchy).

()

(i) Nao existe (pelo Teorema de Bolzano-Cauchy).

()

¢
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