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Séries

1. Nas alineas 1. a 8. estamos na presenca de séries geométricas e nas alineas 9. a 12. temos

séries telescépicas.
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1. Z 31 = Z 2 <3) é convergente porque r = % e, portanto, |r| < 1.
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2. o é convergente porque esta série pode escrever-se na forma
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e e} 1 n—1
Z ( ) é convergente (porque r = % e, portanto, |[r| < 1) e

3
o] 1 n—1
Z <2> é convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1).
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3. 2:1 Z 1 (4) é convergente porque r = = e, portanto, |r| <1
n= =
9 1
A sua soma é s = —. T =9.
41-3

e on+1
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é convergente porque esta série pode escrever-se na forma

o) -1
2n+1 n
> Sm-ney ()
n=0
onde
ee} 9 n—1
Z <5> é convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1).
n=1
1 50
A sua soma é s=10+4. 5y = —-
-2 3



1 + 2n+1 )
é convergente porque esta série pode escrever-se na forma

n=1
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onde

1 n—1
(3) é convergente (porque r = % e, portanto, |[r| < 1) e

2

n—1
<3> ¢ convergente (porque 7 = 3 e, portanto, |r| < 1).
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S S () ()]s [ )
onde

o) 1 n—1
Z (3> é convergente (porque r = —% e, portanto, |r| < 1) e

e e} 1 n—1
Z (2> é convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1).

A suasomaé s=——.
31— (-
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7. E 5n +1 é convergente porque esta série pode escrever-se na forma
n=1

o0 n 1 > 1 4 n—1
> S -2 5(5)
n=1 n=1

onde

o] 4 n—1
Z <5> é convergente (porque r = —% e, portanto, |r| < 1).
n=1
1 1 1
Asuasomaé s=—.—— = —.
25'1— (-3

o0
8. g grtlg=(nt2) ¢ convergente porque esta série pode escrever-se na forma

n=1
o0 [o¢] —1
32 /3\"
+1,—(n+2) _ e
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onde
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11.

12.

n—1
Z (4> é convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1).
n=1
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64'1—3 16
- 1 1 _53 1 1
n+1 n/) n n+1)
n=1 n=1
o
, . 1 1 , , . , . . .
A série E - — é convergente porque é uma série telescépica associada a
n n+1

- 1 , )
sucessao a, = —,n € N, e (a,), é convergente (porque lima,, = 0).
n n

A sua soma é a1 — lima, =1 —-0=1.
n

o0
1 1
Entao a soma da série E < — > é s=-—1.
ot n+1 n

> ()% -Gwn)

n=1 n=1
> 1 1
A série E < \F \/72> é convergente porque é uma série telescopica associada
n+

a sucessao a, = n €N, e (ay), é convergente (porque lima, = 0).
n

2+2

ﬁ

A sua soma é s=—(a;+az —2lima,) =— 5
n
A 2: ! ¢ t : rie telescopi i
série é convergente porque é uma série telescopica associ-
n 4+ 1 n + 2 & POrd p
1
ada a sucessdo a, = nr " €N, e (ap)n é convergente (porque lima,, = 0).
n n
1
A suasoma é s=ay—lima, = =
n 2
A série Z ! é convergente porque é a série telescopica asso
ri nvergen rque é uma séri i -
4n—2 T An 2 sente pord P
1

ciada a sucessao a, = n €N, e (ay), é convergente (porque lima, = 0).
n

dn — 2’

A suasomaé s=a; —lima, = =
n

: 1 : . .
Tem-se que lima, = 3 # (0. Consequentemente, a série E ay, é divergente (condicao
n
neN
necessaria de convergéncia).

- L\" - - < 1
A série E by, = E <2 ¢ uma série geométrica de razao r = —;, logo convergente
T ™
neN neN
porque |r| < 1.



(b) A série Z x, é divergente porque

neN

Zmn = Z(an +3by),

neN neN

onde g an € divergente e g b, € convergente.
neN neN

A sucessao (yn)n difere da sucessao (b,), apenas num numero finito de termos (os
primeiro 108). Consequentemente, a série Z yn é convergente porque tem a mesma
neN
natureza da série Z by,
neN

A sucessao (zp), difere da sucessao (ay), apenas num numero finito de termos (os

primeiro 10%). Consequentemente, a série g zn € divergente porque tem a mesma

neN
natureza da série g anp,.
neN
3. Por exemplo, considere-se u, = n?+ — e U= —n?, neN,
n

4.

1 1
1. A série Z cos — ¢ divergente porque limcos — = 1 # 0 (condigao necesséria de
n n n

neN
convergeéncia).

Q|

1 n
A série E ( é convergente porque é uma série geométrica de razao r =
e

neN
Ir| < 1.

Tem-se que:

1 > 1
—l==-<1
n e
g L. 1 1\",
Logo, pelo Critério de Cauchy, a série Z — 4+ — ] é convergente.
e n

neN

1" \"
A série Z ( n) = Z (—) é convergente porque é uma série geométrica

e e
neN neN
. 1
derazaor = —— e |r| < 1.
e
- . - (=",
Como resolugao alternativa, vamos mostrar que a série E —— ¢ absolutamente
e
neN
convergente.
. - . - ="
Considere-se a série dos modulos da série E ——
e
neN
o ‘ : ( : > n
Z en | Z en Z e)
neN neN neN
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A série dos modulos é convergente porque é uma série geométrica de razao r =
Ir| < 1.

—1)”

Como a série dos médulos é convergente, a série g ( —
e
neN

é absolutamente conver-

gente.

5. Tem-se que:

2

sen‘n 1 1

0< < —,VmeN
* “n24+1 " n24+1  n? "

1 1 . )
° E — € Convergente, uma vez que E - é uma série de Riemann convergente.
n

n2
neN neN
- . s - L. ser’n |
Entéo, pelo Primeiro Critério de Comparacao, a série g 71 é convergente.
n

neN

2 n2

. Ly, .. -
6. A série g (—1)" cos < é divergente porque a sucessao geradora u, = (—1)" cos (),
n
neN
n € N, ndo converge para zero (condigdo necessaria de convergéncia). Com efeito,

tem-se que:

1 ,
cos <2 ) se n é par
1 n
up = (—=1)"cos | — | =
n 1
— cos <2> , sen éimpar
n
e, portanto, limug, = 1 e lim us,_1 = —1. Consequentemente, #lim w,,.
n n n
. ;. P - nsenn . . -
7. Considere-se a série dos modulos da série E ——, isto ¢, considere-se a série
e
neN
nsenn
Z en :
neN
nsenn n
o< [P en
e e
e Vamos estudar a natureza da série g —, usando o Critério de d’Alembert.
e
neN
Tem-se que:
. 1 . (n+1)e ..on+1 1
lim €= =1 Q:I =-<1
= n  nentl n o en e

Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série E — ¢ convergente.
e

neN
Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparacao, concluimos que a

- , nsenn| ,
série dos mddulos g ———| € convergente.
e
neN
o p p - nsenn
Como a série dos médulos é convergente, a série g ——— ¢ absolutamente con-
e

neN
vergente.



8.

10.

11.

12.

QTL + n
Z TR é divergente porque esta série pode escrever-se na forma
neN
2™ 4 5" 2\" 5\"
> 52 () +6)
neN neN
onde

2\" . Y
Z 3> é uma série geométrica convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1)
N
ne
5 n
Z ) é uma série geométrica divergente (porque r = % e, portanto, |r| > 1).
neN

2n + n
Z g é convergente porque esta série pode escrever-se na forma
neN
2n 4+ 3" 2\" 3\"
> 5o-2|6) +6)
neN neN
onde

> )
;

e
n

é uma série geométrica convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1)

7 N\
(S )

D

eN

N
ol W

é uma série geométrica convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1).

5
Z 3 om é convergente porque esta série pode escrever-se na forma
neN '
> =i (y)
.on 2 \9
= 3-2 ot 3\2
onde

1 n
Z () é uma série geométrica convergente (porque r = % e, portanto, |r| < 1).

2
neN

Tem-se que:
n
5 ,,,_'I’L < ,,,_TL;
n-+1

e 0 <

e a série E r" converge porque é uma série geométrica de razao r e |r| < 1.
neN
n n

Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparacao, a série —7
) n2—F1 )

neN
0 < r <1, é convergente.

Consideremos a sucessao geradora u, =nr" (0 <r < 1), n € N. Tem-se que:

 Upgr . (n+ DLt p41
lim =lim— =1lim
no Uy n nrt noon

r=r<1.

n

Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série Z R
n

neN

', 0<r <1, é

convergente.



13. Tem-se que:

n
e 0< rt<r’;
n+1
e a série Z r™ converge porque é uma série geométrica de razao r e |r| < 1.
neN
Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparagcao, a série Z n T 0<
n
neN
r < 1, é convergente.
14. Tem-se que:
73\/5 n? 1
lim 22 = lim = = lim —— =1 € R".
" nmontt2n o140
A série Z 7 é convergente porque é uma série de Riemann de expoente o =
neN "
5/2> 1.

Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

N
—— € convergente.
Z n3 4 2n &

neN

15. Tem-se que:

. 1 . . .
A série E — ¢ divergente porque ¢é a série harmonica.
n
neN
Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

1
E ¢é divergente.
n-+5
neN

16. Como |cosn| <1, Vn € N, tem-se que:

N COSTN n 1
’ ) <= <~ _ VneN.
n! n!  (n—1)!
. 1 . . . g
Provando a convergéncia de Z W, conclui-se, utilizando o Primeiro Critério
n—1)!
neN
- A (. , ncosn
de Comparagao, a convergéncia da série dos mddulos Z ' e, portanto, a
n!
neN
L ncosn
convergéncia absoluta de Z —
n!
neN
. L. 1 . o
Para mostrar a convergéncia da série Z W, basta aplicar o Critério de
n—1)!
neN
d’Alembert. Como .
. i 1
lim 1! =lim—=0<1.
n n n

(n—1)!

o referido critério permite tirar a conclusao pretendida.



17. Considere-se a série dos médulos da série g (—1)" EPoE
n
neN

1
=Y s
N

ne

1
5n?2

>

neN

(="

3 1
A série g — € convergente porque ¢ uma série de Riemann de expoente o = 2 > 1.
n
neN

. 1
Consequentemente, a série dos moédulos g =2 é convergente.
n

neN
z 7 7 z n 1 2
Como a série dos modulos é convergente, a série E (-1) =2 ¢é absolutamente
n
neN
convergente.
18. Tem-se que:
lim "2 = lim ——— =1 € R".
noo=y n no+ 2

1
A série E —5 € convergente porque ¢ uma série de Riemann de expoente o = 2 > 1.
n

neN
Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

n 7
E € convergente.

3
= n + 2
. n cos(nm) .
19. Comecemos por observar que a série Z o pode ser escrita na forma
neN

n cos(nmw) n(—=1)"

D T D T

neN neN

(1"

. , . , , . n
Considere-se a série dos mdédulos da série E

on
neN
n(=1)" n
P e DD
neN neN

Vamos estudar a natureza da série dos médulos recorrendo ao Critério de d’Alembert.
Tem-se que:

n+1 n
ntl .. (n‘+—1)2 s n-+1 }7__ 1
—llraninZn+1 = 1Tan - .2—2<1.

lim
"ooam
Consequentemente, pelo Critério de d’Alembert, concluimos que a série dos médulos
é convergente.

n cos(nm)

27’L

Como a série dos médulos é convergente, a série E é absolutamente

neN
convergente.

oo
20. Considere-se a série dos médulos da série Z (="

n=2

21

> 1 > 1
DI IRTEEILEN )
n=2 n=2



21.

22,

23.

24.

Vamos estudar a natureza da série dos mdédulos recorrendo ao Segundo Critério de
Comparacao. Tem-se que:

1 2

. 2_ . n

lim =L — lim ——— =1 ¢ RT.
n % n n2—1

n

A série Z % é convergente porque é uma série de Riemann de expoente o = 2 > 1.
neN "

Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

dos médulos é convergente.

[e.e]
Como a série dos médulos é convergente, a série E (="

1 é absolutamente
n=2

n2 —
convergente.

. - n!
Consideremos a sucessao geradora u, = ——, n € N. Tem-se que:
22n’
(n+1)! n+1)!
. Uptl . 92(nF1) . (22n2)2 . (n+1)n!t2* . n+1
lim —— = lim — = lim — =lim-—5—5—— =lim = +o00.
no Up n 227” n 273771 n 22n 22 ! n
Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série E 52n ¢é divergente.
neN
Tem-se que:
101 7 ’I’Llo
lim 2 = lim ——— =1 € R".
n ~To n nlV 47

A série E — ¢ convergente porque ¢ uma série de Riemann de expoente a = 10 >
n

neN
1.

Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparacao, concluimos que a série

Z LT é convergente.
n

. - n!
Consideremos a sucessao geradora u, = —, n € N. Tem-se que:
n

(n+1)! n
. Ungl . (gD (n+1)!In? : (n+1)n!n" : n
lim —— =lim ———— =lim —————— = lim = lim =
n Uy n n n (n+1)"Hn!l  w (n+1)"(n+1)n!  n \n+1

#—lim7—1<l
oML

= lim
n
|

Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série E —- € convergente.
n
neN

[ 1 1
n log™ n n logn

o0
Logo, pelo Critério de Cauchy, a série Z

n=2

Tem-se que:

—— € convergente.
log" n



oo

25. Considere-se a série dos médulos da série ng_z (=) 1 _:Ln:,):
> n > n
) =y
D i et Rl D e
n=2 n=2

Vamos estudar a natureza da série dos mdédulos recorrendo ao Segundo Critério de
Comparacao. Tem-se que:

TL3 nS
lim 1+1n =lim—— =1 R™.
n = n 14+nd

n2

A série Z % é convergente porque é uma série de Riemann de expoente o = 2 > 1.
neN "

Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

dos moédulos é convergente.

n
1+n3

oo
Como a série dos médulos é convergente, a série E (=" ¢é absolutamente

n=2
convergente.

26. Tem-se que:

(1_%)71 1 n 1
lim :nm<1—> =e¢ =2 ecRt.

n
n 1 n n (&
n

. 1 . . .
A série g — ¢ divergente porque ¢é a série harmonica.
n
neN
Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

-0
Z ——"n2 ¢ divergente.
neN "

27. Tem-se que:
1

n+% . n +
=lim— =1 R™".
i

. 1 . . .
A série E — é divergente porque ¢ a série harmédnica.
n
neN
Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

lim
n

é divergente.

2 i

neN
(n!)?
28. Consideremos a sucessao geradora u, = m, n € N. Tem-se que:
n)!
((nt1)))?
S (21(1n+1))! . (mn+ Dl (n+1)(2n)!
lim = lim =% = lim _
no Uy n (nh) n (2n + 2)' n!n!
(2n)!
1 1) n!n!(2n)! 1)2 1
o (D@Dt e 1?1

n (2n+2)2n+1)(2n)Inln!  n 2n+2)(2n+1) 4

(n)?
(2n)!

Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série E é convergente.

neN

10



cos(nm)

29. Comecemos por observar que a série E og pode ser escrita na forma

neN (nﬂ)
cos(nm) (=)™
% log" (nm) _7% log"(nm)’

(="

Considere-se a série dos mdédulos da série Z log™ (n )
og
neN

Z log

Vamos estudar a natureza da série dos moédulos recorrendo ao Critério de Cauchy.
Tem-se que:

>

neN

log

1 1
hm ——— =lim———=0<1
log"(nm) " log(nm)
Consequentemente, pelo Critério de Cauchy, concluimos que a série dos moédulos é
convergente.
cos(n)

———2 & absolutamente
log™ (n) Hhamen

Como a série dos moédulos é convergente, a série E

neN
convergente.

30. Tem-se que:

. 1 n? 1\"
lim (1-) :lim(1—> =e <.
n n n n

1 n
Consequentemente, pelo Critério de Cauchy, a série E <1 — > é convergente.
n
neN

2

31. Tem-se que:

n
o n no_
hrrln (n2+1) 1175117”2+1—0<1.

n
n
Consequentemente, pelo Critério de Cauchy, a série E ( ) > é convergente.
n
neN

nnl

32. Consideremos a sucessao geradora u, = 771', n € N. Tem-se que:
n
2nt+1l (n4-1)!
. Uptl . (nt1)ntt ) 2"2(n+ 1)n!n™
hm—:han,:lm - =
no Uy, n L n (n+1)"(n+1)2"n!
n \" 1 1 2
=1lim2 = 2.lim =2.lm——-=-< 1.
o (2] 2k i 2

2" n !

Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série Z
neN

é convergente.

11



33. Consideremos a sucessao geradora u, = n € N. Tem-se que:

41’
Unt1 T 2" +1 14+ 1
lim = = lim 2 = lim = 2" == <1,
no U " gy n 27+l 4] 2+ o 2
1
Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série Z om 1 1 é convergente.
neN t
. n? cos(n) )
34. Comecemos por observar que a série Z T pode ser escrita na forma
neN tn
> S s
neN T neN Tn
n2
Considere- érie d 5dulos da séri 1)t —:
idere-se a série dos médulos da série Z (-1) B
neN
2 2
n n
) =S
> |V THEl = T
neN neN

Vamos estudar a natureza da série dos mdédulos recorrendo ao Segundo Critério de
Comparacao. Tem-se que:

2

n 3
3
lim £ = lim —— =1 € RT.
noo- n 14+n

. 1 . . .
A série E — ¢ divergente porque ¢é a série harmonica.
n
neN
Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

dos médulos é divergente.
Entdo, como a série dos médulos é divergente NADA! podemos concluir sobre a

natureza da série dada (a partir da natureza da série dos médulos).
2

T3 n € N. Tem-se que:
n

Vamos, entao, recorrer ao Critério de Leibniz. Seja a,, =

2
=0

e lima, =lim ——
no n 14+ n3
e (ay), é uma sucessao decrescente (prove esta afirmagao).

TL2

o3 é (simplesmente) conver-
n

Entao, pelo Critério de Leibniz, a série Z (=)™
neN

gente.

4
35. Consideremos a série dos médulos da série Z (=" w:

neN

B Z 4+ cosn
= 3 .
neN

n3

n 4+ cosn
n3

D

neN

(=1

Vamos estudar a natureza da série dos moédulos recorrendo ao Primeiro Critério de
Comparacao. Tem-se que:
4 + cosn

5
0< —m—— < —, V¥ N;
° 3 S 3 n € N;

12



36.

37.

38.

39.

. 1 : .
e a série E —; ¢ convergente porque é uma série de Riemann de expoente o =
n
neN

- .. 5 .
3 > 1. Entao, a série Z 3 é também convergente.
neN
Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparagao, concluimos que a série
dos modulos é convergente.

n4+cosn

Como a série dos médulos é convergente, a série E (-1) ¢ absolutamente

neN

n3
convergente.

Tem-se que:
1

lim TV gy VT e
AN

1
A série Z T é divergente porque é uma série de Riemann de expoente o« = 1/2 <
n

neN
1.

Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

Z m é divergente.

neN

Consideremos a sucessao geradora u, = n € N. Tem-se que:

ma

1
G ! ! 1
e R A —0<1.
no Uy n = n (n+1)! n (n+1)n! n n+1

Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série g — € convergente.
n!
neN

Tem-se que:

14

2
.O_ 2 Sﬁ,VnEN,

n

. 1 : .
e a série g — ¢ convergente porque é uma série de Riemann de expoente o =
n
neN

. - 2 .
2 > 1. Entao, a série Z — ¢ também convergente.
en
n

Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparagao, concluimos que a série

3 L+ (D"

——5—— € convergente.
n

neN

Comecemos por observar que:

logn > 1, Vn > 3.

Tem-se entao que:

e < —-<
n

1 1
Ogn,Vn23;
n

. 1 . . .
e a série E — ¢é divergente porque é a série harmonica.
n
neN

13



logn

Entao, pelo Primeiro Critério de Comparacao, a série g é divergente.

neN

40. Tem-se que:

1+ senn 2
n n
e 3 série E — € convergente porque é uma série de Riemann de expoente oo =
n
neN

. . 2 .
2 > 1. Entao, a série Z — € também convergente.
en
n

Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparacao, concluimos que a série

1+senn ,
g ——5—— ¢ convergente.
n
neN

41. Tem-se que:

’I’L2 5

. 54 n2 . n
lim 242 = lim ————— = 1 e RT.
n o3 n n®+n-+1

. 1 . .
A série g — € convergente porque ¢ uma série de Riemann de expoente a = 3 > 1.
n

neN
Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

n .
—————— € convergente.
Z n®+n?+1

neN

42. Tem-se que:

lim ¢/ " R+
— i —1ecRt.
V2

. 1 : . .
A série E ¢é divergente porque é uma série de Riemann de expoente o =

3/n2

neN
2/3 < 1.

Consequentemente, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série

1
Z ——— ¢é divergente.
VnZ +1

neN

43.  Considere-se a série dos médulos da série Z (-1)
neN

nl
V'

D

neN

Wl L
v P Vv

A série Z \}ﬁ é divergente porque é uma série de Riemann de expoente o« = 1/2 <
neN

1.

Entdo, como a série dos mddulos é divergente NADA! podemos concluir sobre a

natureza da série dada (a partir da natureza da série dos médulos).

- o - : 1
Vamos, entao, recorrer ao Critério de Leibniz. Seja a, = —, n € N. Tem-se que:

NG
0

e lima, = lim
n n

1
=
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44.

45.

46.

e (ay), é uma sucessao decrescente (prove esta afirmagao).

_1\n
Entao, pelo Critério de Leibniz, a série Z (=1) é (simplesmente) convergente.

vn

neN
nd
Consideremos a sucessao geradora u, = on’ n € N. Tem-se que:
Unt1 (nﬂf 2" (n +1)° 1 /n+1\> 1
lim = lim -2 — =lim ~———~ = lim - =-<1
no Uy noon n 2ntlnd n 2 n 2
o
Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série Z on é convergente.
neN
Consideremos a sucessao geradora u, = L, n € N. Tem-se que:
(n+2)!
n+1
. Upyl . sl . (D +2)! L (n+1)(n+2)!
lim =lim —* =lim ——————+—~ =lim =
no Uy " G n (n+3)!n n (n+3)(n+2)n
n+1
=1 =0<1
W2y 3n
Pelo Critério de d’Alembert concluimos que a série Z ﬁ é convergente.

neN

Tem-se que:

e " 1\"
0< <(-) ,¥YneN;
ro<gmr=(E)

: Z \" . . .
® a serie ( (S} Convergente porque e uma serie geometrlca de razao r = s
e
neN
elrl <1

Consequentemente, pelo Primeiro Critério de Comparacao, concluimos que a série

6—7’1

2

neN

é convergente.

up, =1lev,=-1, neN.

As séries g le E —1 sdo divergentes (porque os limites das sucessoes geradoras

neN neN
sao diferentes de zero) e a série g (up, + vp) = E 0 é convergente.
neN neN

nao existe (ver aula)

U, = —, néeN.

n
" 1, .. . - (. 2
A série E Up = g — é divergente (porque é a série harmonica) e a série E u, =
n
neN neN neN

E — ¢ convergente (porque é uma série de Riemann de expoente o = 2 > 1).
n
neN

15



_1)n
A série E Up = E (=1 é convergente (ver exercicio 4.(43)) e a série E u? =
neN

1 . . .

E — ¢é divergente (porque é a série harmonica).
mn

neN

nio existe. Como (n?uy,), converge para zero temos que
YVe>0IpeN: n>p = |nlu,| <e

Em particular, para e = 1 existe uma ordem p tal que

1
n>p = |ugl < —.
n

. 1 S g
Como a série E —5 € convergente concluimos, pelo Primeiro Critério de Com-
n
neN
paracao, que a série g |un| é convergente. Consequentemente, a série E Uy €

neN neN
convergente.

nao existe. Tem-se que:
2

lim 2 = hmun =0,
n ’Ll,n

porque a série g uy, € convergente. Consequentemente, pelo Segundo Critério de

neN
~ , . 2
Comparacao, concluimos que a série E u,, € convergente.
neN
1
Up = neN

A série E u g — ¢é divergente (porque é a série harmonica).

. 1, .. . :
A série E u% = E — é divergente (porque é a série harmonica).
n

neN neN
N
neN
21"
neN
(=1
2 e
neN

16



(a) Afirmagao falsa. Por exemplo, tomando u, = —n e v, = ok n € N, tem-se que:

1
e n<—,VneN
n

L
) E — € convergente
n

neN

mas, no entanto, E —n é divergente.
neN

(b) Afirmacao verdadeira. Tem-se que:
e 0 < —v, < —uy, Yn €N (porque u, < v, <0, Vn € N)

. E —u, é convergente (porque E uy, é convergente).
neN neN

Entéo, pelo Primeiro Critério de Comparacao, concluimos que a série g —vy, €
neN

convergente. Consequentemente, a série E vy, € convergente.
neN

(c) Afirmagao verdadeira. Como (uy), ¢ uma sucessdo de termos positivos, o limite
da sucessao geradora (1 + uy,),, se existir, é diferente de zero. Consequentemente, a

série E (14 uy) é divergente (condicao necessaria de convergéncia).

neN

(d) Afirmacao verdadeira. Tem-se que:
1 , - .
e < ——X< = Vn € N (porque (uy), é uma sucessao de termos positivos)
n

. 1 : .
e a série g — ¢ convergente porque é uma série de Riemann de expoente o =

neN
2> 1.

1

Entao, pelo Primeiro Critério de Comparacao, concluimos que a série E o
n? + uy

neN
convergente.

(e) Afirmacao verdadeira. Comecemos por observar que porque a série E u, € con-

neN
vergente, entao limu,, = 0 (condigdo necesséria de convergéncia).
n
Tem-se que:
T 1
lim ¥ = lim —— =1 € RT.
n Unp, n =+ U,
- s ~ , - U, p
Entao, pelo Segundo Critério de Comparagao, concluimos que a série g Tr o é
Unp,
neN

convergente.

17



(f)

Afirmacao falsa. A série E v, é convergente, pois sendo

n>1
100
1
5 Un = E Up + § Ea
n>1 n=1 n>100

soma finita

. 1 . .
tem a mesma natureza da série g —3 que é uma série de Riemann de expoente
n
n>1
a=3>1.

Afirmacgao verdadeira. Como

3
142 %, se n par
N )
%, se n impar,
temos que
0< 1 < w Vn € N,

Vn Voo

1 1
e a série Z % = Z iz é divergente (série de Riemann de expoente o = % <1).
n>1 n>1
. o - . . -H"+2 , .
Entao, pelo Primeiro Critério de Comparagao, também a série Z é di-

n>1 \/ﬁ

vergente.

< - . . .
Afirmagao falsa. A série Z(—l)"?)—n nao sé é convergente como é também absolu-
n>1
tamente convergente. De facto,

1
2237

n>1

n>1

. . . 1
¢ uma série geométrica de razao r = 3 (|r| < 1), logo convergente.
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