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1.

(a)

Sucessoes

Sucessao constante (portanto, mondtona).
Sucessao limitada.

Sucessao convergente para 1.

Sucessao alternada (portanto, ndo mondtona). Uma sucessao diz-se alternada quando
os seus termos sao alternadamente positivos e negativos.

Sucessao limitada. Com efeito, —1 < u, <1, Vn € N.

A sucessao é divergente porque limus, = 1 e limug,_1 = —1.
n n
" 1+ (-1)" 0, sen é fmpar
n = —— 2 ,
n =, sen épar

Tem-se que u1 = 0 < 1 =wugs mas wug =1 > 0 = uz. Logo a sucessdao nao é
monadtona.

Sucessao limitada. Com efeito, 0 < u,, <1, Vn € N.

Sucessao convergente para 0 porque lim us, = limus,_1 = 0.
n n

[©N

Tem-se que u; = —1 < % = U9 mas Us = i > —% = ug. Logo a sucessao nao
mondtona.

Sucessao limitada. Com efeito, —1 < u,, < %, Vn € N.

Sucessao convergente para (. Tem-se que:

Como

(="
n2
Em alternativa, podemos justificar a convergéncia da sucessao (uy), para 0 notando
que a sucessao u, = (_le)n, n € N, pode ser vista como a sucessao produto de duas
sucessoes em que uma € limitada e a outra é convergente para 0. Com efeito, tem-se

que:

= 0.

concluimos, pelo Teorema das Sucesstes Enquadradas, que lim
n

e a sucessao ((—1)"), é limitada,

1
o lim — = 0.
n n



(=D"

=0.
n2

Entao, por um teorema da aula, podemos concluir que lim
n

Uma vez que
Upp1 —tUp = n+1)2=n?>=n’+2n+1-n>=2n+1>0,VneN,
ou seja unp+1 — U, > 0, Vn € N, a sucessao é mondtona crescente.

Sucessao nao limitada porque o conjunto dos termos da sucessao é um conjunto nao
majorado.

Sucessao divergente porque lim u,, = 400.
n

0, sen é impar
2n, sen é par

= [1+ (~1)")n = {

Tem-se que u1 = 0 < 4 = up mas wug = 4 > 0 = uz. Logo a sucessdao nao é
mondtona.

Sucessao nao limitada porque o conjunto dos termos da sucessao é um conjunto nao
majorado.

Sucessao divergente porque a subsucessao dos termos de ordem par é divergente.

Tem-se que

up =1, up =0, us=—-1, ugs =0, us =1, ug =0, uy = —1, ug =0, ...
Em particular, ug = 0> —1 =wu3 mas wuz = —1 < 0 = ug. Logo a sucessao nao é
mondtona.

A sucessao é limitada porque

lun| = ’sen (n?ﬂ)‘ <1, VneN

A sucessao é divergente. Com efeito, a sucessio Un )n admite subsucessoes conver-
’
gentes para limites diferentes:

limuo, =0, limug, 3=1, limug, 1 = —1.
n n n
Uma vez que
n+1 n (n+1)(n+2)—n(n+3)
Up4+1 — Up = - =
m+1)+2 n+2 (n+2)(n+3)
2
=—F——>0, VneN,
(n+2)(n+3)
ou seja, Unt1 > Uy, VN € N a sucessao é mondtona crescente.
Como
n n n
= = <—=1, ¥neN
[un n+2' n+2 " n b ’

a sucessao ¢ limitada.

A sucessao é convergente para 1. Com efeito,




(i) A sucessao é monétona decrescente, uma vez que
3 3 -3
<0, VneN,

n+1)+5 n+5 (n+6)(n+3)

Up+1 — Un = (

ou seja, Upt1 < Up, Vn € N.

A sucessao é limitada porque
1
-, VneNlN.

- ’

W

3‘:3S

bl =105 = w s

Em alternativa podemos justificar que a sucessao (uy), ¢ limitada do seguinte modo

Tem-se que

o 0 <u,, VnelN;
o u, <up = %, Vn € N (porque a sucessao é decrescente).
Vn € N e, portanto, a sucessao é limitada.

Consequentemente, 0 < u, < 3,

A sucessao é convergente para zero. Com efeito,

3 0
lim =lim —"=_—-=0
n n-+5H n 1—}—5 1+0
(j) Tem-se que:
:34, u4:44,...,u10:104, u11:2, U12:2, u13:2,...

u =1, up =24 ug
A sucessdo nao é mondtona. Justifique.

A sucessao ¢ limitada porque
lun| < 10%, Vn €N,

A sucessao é convergente para 2.

(k) A sucessao é mondtona decrescente. Com efeito,

—1
—Up,=—7"—-~<0, VnelN

A sucessao ¢ limitada porque
1 1 1
nt ’:7” —14+-<2 VneN,

3

n

|un| =
n

A sucessao é convergente para 1. Com efeito,

1 1
nt :lim<1—|—>:1.
n n n

lim
n



(1) A sucessao é monétona crescente. Com efeito,

2n+1

m>0, Vn € N.

Up41 — Up =

A sucessao ¢ limitada porque

|un| =

2
-1 1
n 3 ‘:1—2<1, V’I’LGN
n n

A sucessao é convergente para 1. Com efeito,

21 1
lim = —lm(1-—=)=1.
n n2 n n2

-n" 1
(m) Tem-se que u,, = (=1 =(-1)"—, VneN.

n 3n’

A sucessao ¢ limitada, pois

1 1 1 1
_ n _ n _
il = [0 g =101 = <3 e
e alternada (logo, ndo monétona).
A sucessao é convergente para zero. Com efeito, tem-se que
e a sucessao ((—1)"), é limitada (Justifique);
o1
° 117Iln 3= 0.
- ) . (="
Entao, por um teorema da aula, podemos concluir que lim o = 0.
n
(n) u, = (—=1)"cos(nm) = (—1)"(-1)" = (—=1)*» =1, ¥n € N.
Sucessao mondtona constante, limitada e convergente para 1.
2. Fixe-se € > 0. Querermos encontrar um p € N tal que
1
n>p = |——0|<e (1)
n

Observemos que

e VneN |
e n>p =

Das observagoes anteriores decorre que, se escolhermos p € N tal que % < €, provamos o

que pretendemos. Tomemos entao p = [%} + 1, em que [z] significa o maior inteiro menor
ou igual a x, normalmente desigando por parte inteira ou caracteristica de x.

Note-se que a escolha de p ndo é tnica. Se a implicagao (1) é verificada para uma certa
escolha de p, ela é também verificada para uma qualquer escolha superior a p.

A escolha efectuada neste exemplo é, para cada €, a menor possivel.



3 sen=1

1. u, = 7 sen=2

5 sen > 3.

. up,=——, neN.
" n+1

3 sen é par
iii. uy, =

4 sen é fmpar.
iv. Nao existe. Toda a sucessao convergente é limitada.

2n sen é par
V. Uy = L
" 3 sen é impar.

(b) Conjunto dos majorantes: (); nao existe supremo nem maximo.
Conjunto dos minorantes: | — 00,0]; infS =0; minS =0.

1
(c) up=——=+1,neN
n

(b)

ii. up,=—, neN
n

iii. wu,=-n,néeN
1/3 sen=1
iv. u,=1¢ 1/2 sen=2

1/n sen>3.

(a) Vamos usar o teorema das sucessoes enquadradas para mostrar que

I
lim—— =0
n nh
Comecemos por mostrar que
n! 1
0<-- <=, VneN. (%)
n n

A primeira condigdo em (x) é 6bvia, porque n € N. Quanto a segunda condicao
observemos que

n fatores
N

nl 1x2x3x--x(n=2)x(n—1)xn
nr NXNXNX: -+ Xn
n fatores
1 2 3 n—2 n—1 n
n n n n n n
1 2 3 n—2 n—1 n 1
= —X—=—X—=—X-:-+-X X X — < —.
n n n n n n-n
<1
. 1 ~ ,
Como lim0 = lim— = 0, pelo teorema das sucessoes enquadradas concluimos que
n n n
. nl
lim— = 0.
n nn



(b)

Vamos usar o teorema das sucessoes enquadradas para mostrar que

10m
lim—- =0.
n nl
Comecemos por mostrar que
10" 101 1

A primeira condigao em (k%) é 6bvia, porque n € N. Quanto a segunda condigao
observemos que

10" 10 10 10 10 10 10 10 1019 10
—_— = — X=X X — | X | =X-—=X--X X— | < —F X —.
n! 1 2 10 11 12 n—1 n 10! n
<1
, . 101 10 s )
Como lim0 = hml—o' x — = 0, pelo teorema das sucessées enquadradas concluimos
n n : n
1 mn
que limi =0.
n n!

Vamos usar o teorema das sucessoes enquadradas para mostrar que

1 1 1
m( —4+-———+- 4+ —— | =0.
%““<n2+<n+1>2+ +<2n>2>

Se chamarmos u,, a soma de parcelas dentro de parentesis, podemos afirmar que u,
é uma soma de n + 1 parcelas, em que a maior é a primeira e a menor é a ultima.
Esta assim justificado o enquadramento

n+1 1 1 1 n+1
< 4 < Vn € N.
(2n)%? — n? * (n+1)2 Tt (2n)2 = n?’ "
1 1
Como lim = o lim” REL 0 (justifique), pelo teorema das sucessoes enquadradas
n (2n)2  n n?

, . 1 1 1
concluimos que h;bn <n? + m Lt (271)2> =0.

Vamos usar o teorema das sucessoes enquadradas para mostrar que

n n
m(———— -t | =1.

n \vnt+1 vVnt+n

Se chamarmos u,, a soma de parcelas dentro de parentesis, podemos afirmar que u,,
é uma soma de n parcelas, em que a maior é a primeira e a menor é a ultima. Esta
assim justificado o enquadramento

L < 44— <np—— VneN
n. i —— < N——, Vn .
Vot+n T Vnt41 vnt4+n T Vni41l
Como lim n.L = lim n.L = 1 (justifique), pelo teorema das sucessoes

nooVntdeno o Vnd 4l

enquadradas concluimos que lim

n n
- 44— ) =1.
n (\/n4+1 \/n4+n>



1 1
b) = bl
(@) 4o ()L (@
(d) 0 (e) 0 (f) 0
1
@5 Mo @1
()1 OIS
(m) * (n)1 (0)0
1+ 0 Lip Bl
l — n — 1' n —
(a) 2 +2n—1 n n2+n? -1 . % + % nlg oo
e T ) I |
) gy = e =0 =5
(@) (VT — i) = lim VPFOZVOWRES £V 5 —0
n n (Vn+5++/n) n o Vn+5+4/n
(f) sugestao: calcule separadamente os limites: lim e lim 22"

nn+2 non4+2

3 n 1 % s 3 -2 . 1
(2) 11£n<1—n+2> :hTan 1—@ '<1_n+2> =e .1:6—3.

cos(nm) + cos(2nm)

(h) Seja u, =

0 sen éimpar
, n € N. Observemos que u, = { 9 P
n

n se n é par.

Como lim ug,—1 = 0 e limug,, = 0, concluimos que lim u,, = 0.
n n n

Q) 1 (n+1)!=n!  (n+Dnl—-n! . n+1-1 I n .
i) im—————— =lim~—————— =lim——  =lim =1.
n nlin+2) n nl(n+2) n n+42 n on+2
2 I — 2 2 2 m — 2
§) lmye?t2n—n = lm 2N WWE )y, 02 e
n " Vn24+2n+n n 24+ 2n+n
2n <o . 2 2

—— =lim—2—— =
n VnZ42n+n n@ n\/nl’;?_kn Tyl + 241

n qn n n 4 n

1 2n+1 1 n 1 n 1 1 n 1 n
(m) hm<”+ > :11m<”+ ) <"+ > <”+ )zlim<1+> <1+ ) (
n n n n n n n n n
2

e.
n+1 _2\n n
ool (36 % 2 ()" (F)"+1
(n) lim =lim ———=——— =lim = =1.
S T e

(0) lim en5; ! = lim ((;)n— 51n> —0.




8. A sucessao (uy), estd definida por recorréncia. Tem-se que

uL = -3, up =1, uz = -2, ug =4, us = -8, ug = 16,....

O termo de ordem n da sucessdo é: u, = (—2)" 2, n € N,

(a)
(b)

Afirmagao falsa. Tem-se que u; = —% <1l=wu2 mas ug=1> —2=wu3. Logo a
sucessao nao é monotona.

Afirmagao falsa porque o conjunto dos termos da sucessao nao é majorado (nem
minorado).

(c) Afirmagao falsa porque nao existe limu,. Com efeito, limu, = lim(-2)""? =
n n n

lim e este limite nao existe.
n

(=2)"
4

9. A sucessao (up)n estd definida por recorréncia.

10.

O termo de ordem n da sucessdo é: u, = 5(—=2)""*1 n € N.

(a)

(b)
()

(a)
(b)

Afirmacao falsa. Tem-se que u; =5 > —% = U9 mas Uy = —
sucessao nao ¢ monotona.

Nt

< % = us3. Logo a

Afirmagao verdadeira. Tem-se que —% <wu, <5,V¥n eN.

Afirmagao verdadeira porque lim u,, = 0.
n

Afirmacao verdadeira. Ver aulas.

Afirmacgéao falsa.

A sucessao u, = (—1)", n € N é divergente e, no entanto, a sua subsucessao dos
termos de ordem par converge para 1 (limug, = 1).
n

Afirmacéao falsa.

Consideremos a sucessao u, = (—1)", n € N. Tem-se que {u, : n € N} = {-1,1} e,
no entanto, a sucessao é divergente.

Afirmagao falsa. Consideremos a sucessao

0 sen=1
=1 5 sen > 2.

Tem-se que {u, : n € N} ={0,5} e, no entanto, (u,), é convergente para 5.

Afirmacao falsa. Consideremos as sucessoes

1 sen épar —1 sen é par
Up = . e vy = (o
" 0 sen é fmpar " 0 sen é fmpar.

Tem-se que u, + v, =0, Vn € N.

As sucessoes (un)n € (vp)n sdo sucessoes divergentes (porque admitem subsucessoes
convergentes para limites diferentes) e, no entanto, a sucessao (u,~+uvy, ), é convergente
para 0.

Afirmagao verdadeira. E suficiente observar que a sucessao (vp), pode ser vista
como a diferenca de duas sucessoes convergentes:

Up = (Up + Up) — Up.



(2)

11. (a)

Afirmacao falsa. Consideremos as sucessoes

1 sen é par 0 sen é par
Up = , . € Up = ;.
" 0 sen é fmpar " 1 sen é impar.

Tem-se que uyv, =0, Vn € N.

A sucessao (u,vy,), é convergente para 0 e, no entanto, nenhuma das sucessoes (up )n
e (vn)n € convergente para zero (sdo ambas sucessoes divergentes porque admitem
subsucessoes convergentes para limites diferentes).

Afirmagao falsa. A sucessao u, = (—1)", n € N, é tal que |u,| =|(-1)"| =1,n € N.
Consequentemente, lim |u,| = 1 e, no entanto, #1lim w,.
n n

Afirmagao falsa. A sucessao u, = (—1)", n € N, é limitada (—1 < wu, <1, Vn € N)e
nao é convergente (porque admite subsucessoes convergentes para limites diferentes).

Afirmacao verdadeira. Como a sucessao é crescente, entao é mondtona. Como os
termos estao em | — 1, 1], entao a sucessao é limitada. Como a sucessao é mondtona
e limitada, entao é convergente.

Afirmacao falsa. Consideremos a sucessao

1— - senépar
n+1
Uy =

1—|—n—+1 se n é impar

Tem-se que: ug, €]0,1[, ug,—1 €]1,2[ e, no entanto, limwu, = 1.
n

Afirmacéao verdadeira. Como a sucessao é decrescente, entao é monétona. Como os
termos sao positivos e a sucessao é decrescente podemos concluir que 0 < u, < uq,
Vn € N. Logo a sucessao ¢ limitada. Como a sucessao é mondtona e limitada, entao
é convergente.

Alim w,,;
n
limu, = q;
n
Jlim uy;
n
sendo (uy),, decrescente, temos
Uy <uy, Vn €N,

e, assim,
2 <u, <u;, VneN.

Logo, (uy),, é mondtona e limitada e, portanto, convergente.
Jlim wuy,;

n
(un),, é uma sucessao limitada e mondtona, logo convergente.
Jlim uy;

n
sendo (up),, crescente, temos

Up > Uy, VN €N,



12.

(f)

e, como é também uma sucessao de termos negativos,
U, <0, VneN.

Ou seja,
u <up <0, VneN.
Logo, (un),, é mondtona e limitada e, portanto, convergente.
Jlim uy;
n
(un),, é limitada porque
0<u, <u;, VYnéeN,

e, sendo também mondtona, é convergente.

1
Up = —, Up=n, NnEN
n
nl
u, = (-1)"=, v, =n, neN
n

, sen é par

1 sen=1
Up = 3 sen=2

2 sen>3

1

n, sen é impar

1
Uy =T+ —, n€N
n

n sen é par
Up = .
" 0 sen é impar

nao existe

-1 sen=1
Up = 1 sen=2
2 sen>3

10



